10 gemischte Aufgaben zur Vorbereitung der Vorabiturklausur
2.2010

WAL
Lösungen

1.
Bilde die erste Ableitungfunktion folgender Funktionen:

a) 
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[image: image4.png](a) Ketten- und Produktregel ergeben:
1, —
f'(z) = —sin (acsin %) (sini + z( cos ;)%) = —sin (zsin é) (sin % = %cos é)

(b) Quotienten- und Kettenregel ergeben:

el/s’ =2(1+2%) - /e 6o RV % +23° + 62°

e e




c) 
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2.
Berechne das Integral 
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 auf zwei verschiedene Arten.
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Substitution ! PI geht nicht wegen der fehlenden Stammfunktion zu 
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3.
Bestimme die Gleichung einer Geraden durch die Punkte P(1/1) und Q(2/-1)


a) mit Hilfe der AG
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b) mit Hilfe der Analysis
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2

;

3

;

2

1

;

2

;

2

1

2

+

-

=

=

+

-

=

+

-

=

-

=

-

=

x

y

b

b

b

x

y

m


4. Zeige: d(P;g)=2 mit P(3/4/0) und g mit 
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Lotfußpunkt L berechnen oder so www.nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/Vektorpdf/AbstandPunktGerade.pdf
5. 
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Zeige: 
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A(BC) geht schneller 

6. Ermittle alle Lösungen der Gleichung 
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7. Bestimme: 
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 Ergebnis : x !!
8. Zeige: In jedem Quader mit quadratischer Grundfläche sind die Raumdiagonale und eine der Diagonalen der Grundfläche orthogonal.

Bessere Formulierung: Zeigen Sie: In jedem Quader mit quadratischer Grundfläche ist jede der Raumdiagonalen zu einer der Diagonalen der Grundfläche orthogonal.

Lösungsmöglichkeit:

a,b spannen die grundfläche auf (Pfeile fehlen, bitte ergänzen !)
c : der dritte im bunde

a+b+c : die raumdiagonale
a-b : die andere diagonale

Bedingungen:

|a| = |b|
a*b = 0
a*c = 0
b*c = 0

zu zeigen:

(a+b+c)*(a-b) = 0

Ausmultiplizieren ... und schon fast fertig.

9. Welche Punkte der 
[image: image20.wmf]Achse

x

-

3

haben von der Ebene 
[image: image21.wmf]1

2

2

:

3

2

1

=

+

-

x

x

x

E

 den Abstand 1 ?

[image: image22.png]Es sei P(0| 0| a) ein Punkt auf der x3-Achse. Gesucht sind die Werte fiir a, fiir die der
Punkt P von der Ebene E: 2x; —x; + 2x3=1 den Abstand 1 hat.

2X;=Xp+2X3-1  2X;=Xp+2x3-1 _

HNF von E: 0.
Va+1+4 3
Abstandsbedingung:
d(P:E) =1; 12.0-0+2-a-11l -1 |2a3—1| —1 12a-11=3.

3

Daraus ergibt sich durch Fallunterscheidung:
2a—1=3 oder 2a—-1=-3; 2a=4 oder 2a=-2; a=2 oder a=-1.

Die Punkte P;(0|0]2) und P,(0]|0|-1) der x3-Achse haben von der Ebene E den
Abstand 1.




10. Das Schaubild einer ganzrationalen Funktion 3.Grades berührt die x-Achse im Ursprung. Ihr Wendepunkt ist der Punkt W(1/2). Bestimme eine Funktionsgleichung.
[image: image23.png]Fiir die gesuchte Funktion kann man ansetzen:
f(x)=ax3+bx2+cx +d.
Aus den genannten Eigenschaften miissen vier Gleichungen fiir a, b, ¢ und d gefunden

werden.
Das Schaubild beriihrt die x-Achse im Ursprung. Dies bedeutet:

f0)=0 (1) und f'@=0 ().

Der Punkt W(1|2) ist Wendepunkt:
fh=2 @3 und f"(1H)=0 (4).
Mit den Ableitungen f'(x) =3ax2 + 2bx +c; f"(x) = 6ax + 2b erhilt man die vier
Gleichungen:
d=0 ¢))
- ¢c=0 2)
a+b+c+d=2 3)
6a+2b=0 @).

Wegen d =c =0 verbleibt das folgende LGS fiir a und b:
a+b=2]|.(-6)., a+b=2 e
6a+2b=0'<_J  _4b=-12| b=3; a=-1

Die gesuchte Funktion f ist gegeben durch f(x) =—x3 + 3x2.




Komplexere Aufgaben zur Vorbereitung der Vorabiturklausur
2.2010

WAL
Aufgabe 1
[image: image24.png]Eine égyptische Pyramide hat die Form ciner
senkrechten, quadratischen Pyramide. Die Sei-
tenlinge des Quadrats betrigt 144 m, dic Hohe
90 m. Zur Vermessung wird ein artesisches
Koordinatensystem mit der Langeneinheit 1 m
verwendet, dessen Ursprung in der Mitte der
quadratischen Grundfliche liegt und dessen
Xy~ und x,-Achse parallel zu den Grundkanten
verlaufen. Die Bezeichnung der Punkte wird
gemiif der nebenstehenden Skizze gewblt.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E; durch dic Punkte A, B und S.
Wic grof ist der Neigungswinkel einer Seitenfliche zur Grundfliche?
(Teilergebnis: Ey: 5%, +4x3 = 360)

b) Die Agypter bauten die Pyramide schichtweise. Zum Transport der Steine zur jeweiligen
Schicht wurde eine Rampe bendtigt. Die zum Transport der Steine bendtigie Rampen-
fliiche ist rechteckig und licge nun in der Ebene Ey: Sxp +26x; = 1 350.

Ps

Pyramidenstumpf Rampe

X2

Berechnen Sie die Hohe des bisher gebauten Pyramidenstumpfes.
Wic lang ist die zum Transport der Steine bendtigte Rampenfliche?

c

Der Punkt Q ist der Schwerpunkt der Seitenfliche DAS. Senkrecht zu dieser Seitenfliiche
verliiuft ein Schacht, dessen Mittelachse von Q ausgeht und in 14 m Hohe iiber der Grund-
fléiche am Eingang des Konigsgrabs endet.

Berechnen Sie die Koordinaten dieses Endpunkies.

Eine weitere Kammer wurde um denjenigen Punkt P gebaut, der von allen Seitenflichen
und der Grundfliiche der Pyramide den gleichen Abstand hat.
Bestimmen Sic die Koordinaten von P auf cine Dezimale gerundet.




Lösung:

[image: image25.png]a) Koordinaten der Eckpunkte:
Die Seitenléinge der Grundfliche der Pyramide betriigt 144 m, die Hohe 90 m. Somit haben
die Eckpunkte der Pyramide die Koordinaten:
A(7217210); B(-7217210); C(=721-7210); D(721-7210); S(010190).

Gleichung der Ebene E;:
Eine Vektorgleichung der Ebene E; durch die Punkte A, B und S ist:

I -144 =72
Ei: X=0A+s-AB+t-AS=(72 {+s- O|+t:|=72|; s,teR.
0 0 90




[image: image26.png]n
Fiir einen Normalenvektor i = [n;} von E; muss gelten:
o3

0=1lB~n=—144n1 ; eine Losung ist n; =0, np =90, n3=72.
0= AS ‘= -72n1 - 72n2 +90n3
0 1 0
Ein Normalenvektor ist somit fi =| 90 | bzw. besser i'=—fi=(5|.
2 18 4

Mit dem Ansatz 5x, +4x3 = a ergibt sich durch Einsetzten der Koordinaten von
$(0]0]90) € E, eine Koordinatengleichung:

El: 5X2 +4X3 = 360.

Neigungswinkel einer Seitenfléiche:

Wegen der Symmetrie der Pyramide sind die Neigungswinkel aller Seitenflichen zur
Grundfliche gleich. Der gemeinsame Neigungswinkel B zur Grundfliche ist gleich dem
Schnittwinkel der Ebene E; mit der Grundfléiche:

0) (0
Hi
cosp=r=tl=——=0,6247; B=51,34°

P="Ta1 ~Tat B,

Anmerkung:
Ist M der Mittelpunkt der Strecke AB, so ist B der Innenwinkel im Punkt M des recht-
winkligen Dreiecks MSO. Man kann daher B auch ohne den Normalenvektor @i’ von E;
bestimmen: :

tanp = — ==—=1,25; =~ 51,34°,
B |0Ml B ’

} Hohe des Pyramidenstumpfes:
Die obere Kante des Pyramidenstumpfes, an der die Rampe endet, liegt in der Schnitt-
geraden s der Ebenen E; und E,. Die Gerade s ist parallel zur Grundebene, daher kann
man aus einer Gleichung von s die Hohe des Pyramidenstumpfes ablesen.

Schnitt von E; und E;:

5x, + 43 =360 \ 5x +4%3 =360 :116
- ’ = ’ 2_ ’
5%, +26%; =1350 233 =990 270

Eine Gleichung der Schnittgeraden ist somit:

0 1 X3
s: X=|36|+r-{0|; reR. G
45 0 s

Sie liegt in der zur Grundflédche E,
 parallelen Ebene x3 = 45. Es .
~ Die Hohe des Pyramidenstumpfes %

- betriigt 45 m.



[image: image27.png]Lénge der Rampe:

Die Ebene Ej: 5x; + 26x3 = 1350 schneidet die x,-Achse im Punkt F(0| 270 0).

Die Linge der Rampenfliche ist gleich dem Abstand des Punktes F von der Geraden s.
Die Hilfsebene H senkrecht zu s durch F ist hier die x,xs-Ebene x; = 0.

Der Schnittpunkt von H mit der Geraden s ist (fiir r = 0) der Punkt G(0136145).

Die Rampenliinge ist somit (in m):

0
(—234] =+/56781 =~ 238,3.
45

c) Endpunkt der Mittelachse:
Der Schwerpunkt der Seitenfliche DAS hat die Koordinaten Q(48 |0]30).

d=|FG|=

— 0 — (-2
Die Seitenfliche DAS hat die Spannvektoren DA = [143) und DS =[ ;(2)] .

90 , 5
Ein Normalenvektor der Fliche ist fi, = (ﬁ] bzw. fi; = Tlg n= [g] .

Die Mittelachse des Schachtes liegt auf der Geraden

. . (48 5
m: X=0Q+a-fi; = 0|+a-{0}]; aeR.
30 4

Schnitt der Geraden m mit der Ebene x3 = 14:
(30+4a)=14; 4a=-16; a=-4; R(28]|0[14).
Die Mittelachse endet im Punkt R(28|0|14) am Eingang des Konigsgrabs.

Punkt P:

Der gesuchte Punkt P hat von allen Seitenflichen und der Grundfliche den gleichen
Abstand. Aus Symmetriegriinden kann man fiir diesen Punkt P(0|0|p) mit p > O ansetzen
und es geniigt, den Abstand von P zur Grundfliiche mit dem Abstand zu einer Seitenfliche,
z. B. ABS zu vergleichen.

Von der Grundfliche hat P den Abstand p.

Die Fliche ABS liegt in der Ebene E;.

HNF von E;: M=O.

Ja1
Fiir P muss gelten:
|4p-360|
d(P,E))=p; ———""=p; |4p-360|=v41-p;
1)=p T P |4p | P

4p-360=+4lp oder 4p-—360=—/41p;

(4-+/41)p=360 oder (4++/41)p=360;
360 360

= oder p=——F+—.

N P a1

Die einzige positive Losung ist p =

360

4+41
Somit hat der Punkt P ungefiihr die Koordinaten P(0 | 0] 34,6).

=34,6.





Aufgabe 2

[image: image28.png]Bevilkerungsentwicklung

Die Bevolkerung eines Landes mit 30 Millionen Bewohnern ist gleichmiig in Ménner, Frauen
und Kinder aufgeteilt, wobei unter Kindern alle weiblichen und ménnlichen Bewohner verstan-
den werden, die noch nicht erwachsen sind, also auch Siuglinge und Jugendliche. Im beobachte-
ten Zeitraum von einem Jahr erreichen jeweils 3 % der ménnlichen und weiblichen Jugendlichen
das Erwachsenenalter. Im Durchschnitt bekommen 25 % der Frauen in diesem Jahr ein Kind. Die
tbei den Minnern 15 % und bei den Frauen 10 %. Aus- und Einwanderung
sowie Kindersterblichkeit und Geburten bei Minderjahrigen sind so geringfiigi
nachlissigt werden kénnen. Wie wird sich die Bevolkerung weiter entwickeln?

, dass sie ver-

Wie dndert sich der Ansatz, wenn jihrlich 0,2 % der Miinner, 0,15 % der Frauen und 0,08 % der
Kinder auswandern sowie 50000 Minner, 74 000 Frauen und 60000 Kinder einwandern?




[image: image29.png]Die waagerechten Pfeile bei Frauen und Min-
nern geben an, wie viel Prozent des jeweiligen
Bevolkerungsteils im néchsten Jahr noch le-
ben. Der waagerechte Pfeil bei den Kindern
stellt den Anteil der Kinder dar, die innerhalb
des einen Jahres nicht erwachsen geworden
sind. Der Anteil der erwachsen gewordenen
Kinder wird durch die schrigen Pfeile zu den
Minnern und Frauen angegeben, die Gebur-
tenrate durch den Pfeil von den Frauen zu den
Kindern.

M 085 M4
0,03

Fk 92 Fk+l
0,25 0.03

Ky 0.94 > Ky

Bild 243/1: Jahrliche Bevilkerungsentwicklung

Zu beachten ist der Bedeutungsunterschied des letztgenannten Pfeils gegeniiber den anderen:
Wihrend diese tatsichliche Entwicklungen angeben, beispielsweise von Kindern zu Erwachse-
nen oder innerhalb der Manner, Frauen und Kinder, beschreibt der Pfeil von den Frauen zu den
Kindern nur eine zahlmiBige Abhingigkeit und darf natiirlich nicht so verstanden werden, als
wiirden sich die Frauen wieder zu Kindern entwickeln!

Eine solche Menge von Grofen, zwischen denen gegenseitige Abhingigkeiten bestehen, nennt
man System (griech. cbornuo, Zusammenstellung). Ein System, das wie das vorliegende nicht
nennenswert von auBen beeinflusst wird, nennt man geschlossen (Bild 243/2). Unterliegt ein
System zusitzlich duBeren Einfliissen, so heiBt es offen (Bild 243/3). Entwickeln sich die Gro-
Ben unabhiingig voneinander, liegt kein System vor (Bild 243/4).

Bild 243/2: geschlossen Bild 243/3: offen

X X| U X —
|
|
|
Y Y’ Y
|
|
4
N
z z 4 —

X’: X X'
|
|
|
|
Y’: Y Y
|
|
|
|
zZ'l z z'

—

Bild 243/4: kein System

Ubersetzt man die in Bild 243/1 gezeigten Abhingigkeiten in Gleichungen, so erhilt man das

folgende lineare Gleichungssystem.

0,85M, + O0F, + 0,03K, = M,
OM, + 09F; + 0,03K; = Fip
OM, + 025F; + 094K, = Ky



[image: image30.png]In der Matrixschreibweise kann das Gleichungssystem einfacher formuliert werden:

085 0 0,03 My Mi1
‘_;k+1 =A . \_;k = 0 0,9 0,03 . Fk p—i Fk+] .
0 0,25 0,94 K Kii1

Die Vektoren, die den Zustand des Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt k darstellen, werden
Zustandsvektoren v, genannt. Die Matrix A, welche den Ubergang von einem Zustandsvektor
zum nichsten beschreibt, heit Ubergangsmatrix.

Um die Verteilung der Bevolkerung nach einem Jahr vorausberechnen zu konnen, sind die vorge-

gebenen Anzahlen von Ménnern, Frauen und Kindern — pro Bevolkerungsanteil 10 Mio — in den
My

ersten Zustandsvektor Vo = | Fo | einzusetzen und dieser ist mit der Matrix A zu multiplizieren.
Ko

Die Ergebnisse werden, wenn notwendig, auf Hundertstel gerundet. Man erhiilt

085 0 0,03 10 8,8
Ti=A-%=[0 09 003].[10]|=] 93].
5 0 02509/ \10 11,9

Der neue Zustandsvektor V; zeigt, dass der Anteil der Erwachsenen in der Bevolkerung abge-
nommen hat, die Anzahl der Kinder jedoch gestiegen ist. Die GesamtgroBe der Bevolkerung ist
mit 8,8 49,34 11,9 =30 allerdings gleich geblieben. Wie wird sich die Bevilkerung weiter ent-
wickeln, wenn man die gleichen Abhingigkeiten wie bisher voraussetzt?

Unter der Voraussetzung, dass sich die Ubergangsmatrix nicht #ndert, muss man sie nur auf den
neuen Zustandsvektor ¥; anwenden, um die Entwicklung nach zwei Jahren berechnen zu kénnen:

085 0 0,03 8,8 7,84
Hh=A-5=[0 09 003]|.| 93]=( 873].
0 025 094 11,9 13,51

Betrachtet man den neuen Zustandsvektor V,, so stellt man fest, dass der Anteil der Minner und
Frauen weiter schrumpft, dafiir aber die Kinder immer mehr werden. Dariiber hinaus ist ein leich-
tes Wachstum der Gesamtbevilkerung zu beobachten (7,84+ 8,73+13,51 = 30,08). Fiir ein
weiteres Jahr ergibt sich der Zustandsvektor

085 0 0,03 7,84 7,07
Vi=A-¥,=|0 09 003].1 873 =1 826 |.
0 0,25 0,94 13,51 14,88

Langfristige Entwicklung

Die Bevolkerung entwickelt sich weiterhin wie bisher und ihre GroBe ist angewachsen auf
7,07+ 8,26 4 14,88 = 30,21. Sie steigt damit fast doppelt so stark an wie im Vorjahr, da nun
nicht mehr eine Steigerung von 0,08 Mio, sondern von 0,13 Mio zu verzeichnen ist.

Der bisherige Trend der Bevolkerungsentwicklung legt die Frage nahe, wie sie sich langfristig
verhilt. Sterben die Erwachsenen tatséchlich aus und spéter auch die Kinder? Oder steigt die An-
zahl der Erwachsenen zu einem spiteren Zeitpunkt wieder an? Wie verhilt sich dann die Anzahl
der Kinder dazu?



[image: image31.png]Wird k groBer, entwickelt sich A* wie folgt, wenn man die Eintrage auf Hundertstel rundet:

044 0,05
A5~ [0 065
0 091
0,00 0,41
A% ~ [0 060
(0 2,19

0,10
0,11
0,79

0,18
0,26
0,95

) -
=

0,20 0,15
0 052
0 1,32
0,00 0,64
0 0%
0 341

0,13

0,16
0,73

0,28
041
1,48

Da die Komponente a;;sich mit wachsendem k immer mehr in Richtung der Null entwickelt, né-
hert sich die erste Spalte von A langsam dem Null-Vektor. Alle iibrigen Eintriige wachsen dage-

gen immer weiter.



[image: image32.png]My

Bestimmt man %190 = | Fi00 | fiir einen allgemeinen Zustandsvektor v, so erhélt man
K00
0,00 0,64 0,28 M, 0,64 Fy+ 0,28 K, 0,64 0,28
Vo= | 0 0,94 0,41 Fo | =1094F;+041Ky | =Fy-1094 | +K,-| 041 ].
0 3,41 148 Ky 341Fy+ 1,48Ky 341 1,48
Dies bedeutet:

1. Der Stand der Bevolkerung nach 100 Jahren ist weitgehend unabhéngig von der Anzahl
der Minner zu Beginn des Berechnungszeitraumes.

2. Die GroBe der Gesamtbevélkerung nimmt ~ unabhingig vom Zustandsvektor ¥ — in je-
dem Fall zu, da bei beiden Vektoren die Summe der Eintrige groBer als Eins ist.




Aufgabe 3 (nur Teillösungen)

[image: image33.png]Fiir jede natiirliche Zahl t sei eine Funktion f, durch die Gleichung

3t et gegeben

)

Fiir die Teilaufgaben a) bis €) sei t=1

4) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f; auf Schittpunite
‘mit den Koordinatenachsen und auf lokale Extrempunkte!
Geben Sie die Gleichung der Asymptote des Graphen von f; an!

b)  In den Koordinatensystemen 1, 2 uad 3 sind die Graphen von f;
und £ sowie einer weiteren Funktion dargestellt. Ordnen Sie

den Funiktionen f; und f; den richtigen Graphen zu!
Begriinden Sie Inze Entscheidungen!



[image: image34.png]


[image: image35.png]


[image: image36.png]


[image: image37.png]XOZ¥EXP(1-X)
¥ = 2*XFEXP(1-X)+X 2" (-EXP(1K))
¥ = 2FEXP(1-K)+ 27 XA (-EXP(1-X))+ 2 X (EXP(1-K))+X 2




[image: image38.png]9

9

Berechnen Sie die Grofe des Schnittwinkels der Graphen von
£ und £y im Punkt Sx:f (x)) mit x; > 01

Beweisen Sie, dass fiir die n-te Ableitung (n N, n21) der
Funktion fy die Gleichung

EASIES

(=DP[x> - 2nx +n(n - 1)]e’

gilt!

Fiir =1 liefert die Gleichung aus Teilaufgabe d) eine
Stammfunktion von f;

Zeigen Sie, dass diese Aussage richtig ist!

Der Graph von f; und die x-Achse begrenzen im ersten
Quadranten eine nach rechts ins Unendliche reichende Fldche
Berechnen Sie den Inhalt dieser Fliche!

(Hinweis: lim x® ¢ =0)
X



[image: image39.png]Geben Sie fiir t =3 und fir t =4 den maximalen
Definitionsbereich an!

Untersuchen Sie die Funitionen f3 und £; auf senkrechte
Asymptoten!

Fiir welche Werte von t besitzt die Funktion , keine negativen
Funktionswerte?

Zeigen Sie. dass der Punkt P(e:f, (¢)) gemeinsamer Punkt aller
Graphen der Funktionen f, ist!



[image: image40.png]Die Punkte O(0:0). Q(r:0) und R(r: (1)) mit r >0 und
03 bilden ein Dreieck.

Bestimmen Sie den Wert von 1 in Abhngigkeit von t. fir den
der Flacheninhalt dieses Dreiecks maimal wird!

(Auf den Nachweis fir das Masimum wird verzichtet )

Geben Sie den ganzzahligen Wert von tan, so dass der
‘maximale Flacheninhalt ganzzahlig wird!







Viel Erfolg !
Der Mangel an mathematischer Bildung gibt sich durch nichts so auffallend zu erkennen wie durch maßlose Schärfe im Zahlenrechnen. 
Carl Friedrich Gauß
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