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Freie und Hansestadt Hamburg
Behorde fur Schule und Berufsbildung

Schriftliche Abiturprifung
Schuljahr 2008/2009

25. Marz 2009, 9.00 Uhr

Leistungskurs Mathematik

Gymnasien, Gesamtschulen, Berufliche Schulen

Unterlagen fiir die Lehrerinnen und Lehrer — Zweittermin

Diese Unterlagen sind nicht fur die Priflinge bestimmit.

Diese Unterlagen enthalten:
1 Allgemeines
Riickmeldebogen
Hinweise fiir die Auswahl der Aufgaben

Hinweise zum Korrekturverfahren

O B N S I )

Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fiir jede Aufgabe

1 Allgemeines

e Weisen Sie bitte die Schiilerinnen und Schiiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schiilermaterialien hin.

e Die Schiilerinnen und Schiiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schiilernummer, nicht mit ihrem Namen.

e Die Arbeitszeit betrdgt 300 Minuten.

e FErlaubte Hilfsmittel: Nichtprogrammierbarer und nicht grafikfihiger Taschenrechner, Formel-
sammlung ,,Das gro3e Tafelwerk interaktiv, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreib-
lexikon.
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Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

2 Ruckmeldebogen fir die Zweitkorrektur

Bitte umgehend ausfillen und an BM 3 faxen!

Institut fir Bildungsmonitoring Schulchiffre:
BM 3

Fax 42 79 67-006

Aufgabenstatistik und Information fur die Zweitkorrektoren

in Fachern mit zentraler Aufgabenstellung

Fach: Mathematik, Leistungskurs Kurs-Nummer:

Bearbeitet wurden die folgenden Aufgaben:

Aufgabe Nr. Anzahl

1.1 von Pruflingen
1.2 von Pruflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen

Datum:

Unterschrift:
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Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

3 Aufgabenauswahl

e Sie erhalten sechs Aufgaben — 1.1, 1.2 (Analysis) und 1.1, 1.2 (Lineare Algebra/Analytische
Geometrie) und III.1, 1.2 (Stochastik).

e Sie wihlen zwei Aufgaben aus, davon eine Aufgabe aus dem Sachgebiet | (Analysis) und eine
Aufgabe aus dem Sachgebiet Il (Lineare Algebra/Analytische Geometrie) bzw. dem Sachgebiet Il
(Stochastik). Beide Aufgaben reichen Sie an die Schiilerinnen und Schiiler weiter.

e Sie liberpriifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern die Vollstindigkeit der Arbeits-
unterlagen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten beide Aufgaben.

e Sie vermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

4  Korrekturverfahren

e Die Korrekturen werden gemaf3 der ,,Richtlinie fiir die Korrektur und Bewertung der Priifungs-
leistungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung® vorgenommen.

e Die Bewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siche
Anlagen ,,Bewertungsbogen fiir die Erst- und die Zweitkorrektur (S. 4 und 5).

e Die Bewertungsbdgen verbleiben in der Schule.

e Die Originale der Schiilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen fiir die Zweit-
korrektur und einer Kursliste, die nur die Schiilernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar
der Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zu den Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siche den ,,Ab-
laufplan fiir die Durchfiihrung der schriftlichen Priifungen®.

Bei der Korrektur der Schiilerarbeiten kann es aufgrund von unterschiedlichen didaktischen
Konzepten oder Verkiirzungen aufgrund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von
Schiilerleistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lieen sich solche unterschied-
lichen Sichtweisen im Gespréich zwischen Referent und Korreferent kléren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Kldrung wegen des anonymisierten Korrekturver-
fahrens nicht moglich. Deshalb ist insbesondere aufseiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schiilerinnen und Schiilern
fordern wiirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bei seinen Korrekturen durchgéngig anders
vorgegangen ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch unterschiedliche
Sichtweisen nicht benachteiligt werden diirfen.

Die Losungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schiilerleistungen. Oft sind aber Losungsvarianten moglich, die in der Skizze nur zum Teil
beschrieben werden konnten. Grundsitzlich gilt deshalb, dass alle Varianten, die zu richtigen
Losungen fithren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhéngig davon, ob die gewéhlte Variante
in der Losungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.
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5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkréfte. Sie sind nicht Bestandteile
der erwarteten Schiilerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 200 BWE
erreichbar. Bei der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

Umheiten | Lowung | Notenpuki Umheiten | Lowung | Notnpuke
> 190 >95 % 15 >110 > 55 % 7
> 180 >90 % 14 > 100 >50 % 6
>170 > 85 % 13 > 90 > 45 % 5
> 160 >80 % 12 > 80 > 40 % 4
> 150 >75 % 11 > 66 >33 % 3
> 140 >70 % 10 > 52 >26 % 2
> 130 > 65 % > 38 >19 % 1
> 120 > 60 % < 38 <19 % 0

Die Note , ausreichend” (5 Punkte) wird erteilt, wenn annéhernd die Hélfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die An-
forderungen im Bereich II aufweist, vollstdndig und weitgehend richtig bearbeitet worden sein.

Die Note ,gut” (11 Punkte) wird erteilt, wenn anndhernd vier Fiinftel (mindestens 75 %) der er-
warteten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Priifungsleistung in ihrer Gliederung,
in der Gedankenfithrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprach-
lichen Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit ,,gut” beurteiltes Priifungsergebnis
setzt voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen I und II auch Leistungen im An-
forderungsbereich III erbracht worden sind.

Bei erheblichen Méngeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen
Priifungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der VerstoBBe bis zu drei Notenpunkte abzuziehen.
Dazu gehdren auch Mingel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in
Zeichnungen sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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Analysis 1

[.1 Inlinerrampe

=

In einem selbstverwalteten Freizeitpark soll eine besondere Inlinerrampe neu gebaut werden. Eine
kleine Gruppe der Inliner mdchte die Bauplanung vorbereiten. Sie haben als Modell folgende
Idee entwickelt:

Die Seitenansicht dieser Rampe soll im unteren y
Bereich durch die X-Achse, links durch die
y-Achse und im oberen Bereich durch den
Kurvenverlauf einer Funktion aus der
Funktionenschar

f.()=0,4-(t-€"),

bestimmt werden, wobei te [1;5] und xe R

sind (sieche auch nebenstehende Abbildung).

Es soll nun gepriift werden, inwieweit mit dieser Kurvenschar die Modellierung einer Rampe
moglich ist, die fiir die sportliche Nutzung geeignet ist.

a) Mit diesem Ziel sind die folgenden Untersuchungen jeweils in Abhéngigkeit von t durchzu-
fithren:

e Berechnen Sie die Hohe der Rampe am Startpunkt bei X = 0 sowie die Steigung in diesem
Punkt.

e Bestimmen Sie den tiefsten Punkt der Rampe und

e die steilste Stelle der Rampe zwischen Startpunkt und dem tiefsten Punkt.
(Zur Kontrolle: (5-1n(0,5-t)|0,1-t2)) (20P)
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b)

d)

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Zeichnen Sie den Graphen von f; mit den unter a) ermittelten Punkten in das Koordinaten-
system in der Anlage. Fiir beide Koordinatenachsen gilt der MaBstab 1 LE =1 m. (10P)

Die Inliner wollen, dass das maximale Gefélle der Rampe zwischen Anfangs- und Tiefpunkt
40 % nicht tiberschreiten soll.

e Untersuchen Sie, fiir welche t diese Grenze eingehalten wird — und ob insbesondere t = 3
in diesen Bereich fillt.

Fiir die folgenden Betrachtungen soll weiterhin t =3 gelten.

e Der Endpunkt der Rampe soll die doppelte Hohe des Startpunktes aufweisen.
Zeigen Sie, dass der Endpunkt der Rampe die x-Koordinate X, =8,8137 aufweist.

¢ Die Inliner wollen auch gewéhrleistet sehen, dass die Rampe am Endpunkt einen Winkel
von hochstens 70° gegen die Waagerechte aufweist.
Untersuchen Sie, ob diese Bedingung erfiillt ist. (20P)

Die Inliner mdchten einen Rampeneinstieg mit horizontaler Tangente haben. Im bisherigen
Konstruktionsvorschlag mit t = 3 ist allerdings die Steigung der Rampe am Startpunkt nicht
Null. Um einen waagerechten Rampeneinstieg zu erreichen, soll fiir den Abschnitt mit

X< X, (X, ist die Wendestelle von f;) eine geeignete ganzrationale Funktion 2. Grades h;

ermittelt werden, deren Graph seinen Scheitelpunkt bei X = 0 hat und am Wendepunkt
W(X,|Y,) steigungsgleich an die weitere Rampe anschlieft.

e Bestimmen Sie die Gleichung von h;.
(Zur Kontrolle: h,(x) =-0,0888%>+1,2649)

e Geben Sie an, um welche Hohe dadurch der Startpunkt abgesenkt wird.
e Erginzen Sie die Skizze von Aufgabe b) um die Parabel von hs. (20P)

Fiir die neu gestaltete Rampe — also fiir die Rampe mit waagerechtem Einstieg — ist an den
beiden Léngsseiten jeweils eine Verkleidung vorgesehen.
Ermitteln Sie den Gesamtfldcheninhalt dieser beiden Verkleidungen. (15P)

Die von den Skatern befahrene Oberseite der Rampe soll mit einer Spezialfarbe gestrichen
werden. Beurteilen Sie durch ein geeignetes Naherungsverfahren, ob 70 kg Fliissigkeit fir
die Beschichtung ausreichen, wenn man von einer Rampenbreite von 4 m ausgeht und pro
m” eine Menge von 1,5 kg Farbe bendtigt. (15P)
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Anlage zur Aufgabe , Inlinerrampe*

'S
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Erwartungshorizont

Zuordnung
Bewertung

I ||

L 6sungsskizze

a) | Hohe der Rampe im Startpunkt:
f(0)=0,4-(t-1)=0,4-(t> -2t +1).

Steigung der Rampe im Startpunkt:
f '(x)=-0,16t-€"** +0,16€"**,

f,'(0)=-0,16t+0,16 =-0,16-(t—1).

Berechnung der tiefsten Stelle der Rampe, also der Tiefpunkte von f;:

Hinreichende Bedingung fiir ein Minimum: f/(xX)=0 und f,"(X)>0.
-0,16t-€" +0,166"* =0
e" =t
0,2x=Int
X=5-Int
2. Ableitung von f,: f "(x)=-0,032t-€"** + 0,064 -&"*
Da laut Voraussetzung t >1 gilt, ergibt sich:
f "(5-Int)=-0,032t-€" + 0,064 - &™
=-0,032-t> + 0,064t
=0,032-t*>0.
Damit liegt ein Minimum an der Stelle x=5-Int.

2

f,(5-Int)=0,4-(t—€") =0,4-(t~t)’ =0.

Alsoist T (5 . lnt|0) der tiefste Punkt des Rampenprofils. T ist damit auch der
einzige Beriihrpunkt mit dem Boden.

Berechnung der steilsten Stelle der Rampe zwischen Startpunkt und Tiefpunkt:

An der gesuchten Stelle gilt: ft”(x) =0.

-0,032t-€"7 +0,064-€"* =0
26" =t
0,2x = In (0, 5t)
x=5-1n(0,5t)
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I Im | 11
Hinreichend fiir die Extremstelle von f ist f,"(X)=0 und f”(x)#0.
Statt der Priifung iiber die 3. Ableitung von f, ist es sinnvoller, durch Test-
einsetzungen in die 2. Ableitung oder iiber den Kurvenverlauf insgesamt zu
argumentieren. Man bemerkt, dass bei X=5-1In(0,5t) ein Minimum von f,'
liegt.
f(5-1n(0,5-t))=0,4-(t=0,5-1)"
=0,4-0,25-t*
=0,1-t*.
In W(5-1n(0,5t)[0,1t*), also im Wendepunkt von f,, ist die Steigung der
Rampe am steilsten. 10 | 10
b) | Fir t =3 werden die zugehorigen Punkte ermittelt:
Startpunkt S(O |1,6) ,
Tiefpunkt T(5,49306 | 0),
Wendepunkt W(2,02733/0,9).
y /
f,(x)=0,4-(3-¢"")’ /
N
N
—
N
RN
™
S~ e x
1 2 3 4 5 6 7 8 9
LT AR 10

Ma2-LKLM-AWT.doc Seite 11 von 47



Freie und Hansestadt Hamburg

Behorde fur Schule und Berufsbildung
Abitur 2009

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Gymnasien, Gesamtschulen, Berufliche Gymnasien

Zweittermin

L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

I | II

III

e Das maximale Gefélle wird im Wendepunkt W(5-1n(0,5t)|0,1t?) erreicht:

f '(5-In(0,5t)) = 0,16t - 0,5t + 0,16 - 0,25t°
=-0,04t2,
Bedingung:

|-0,04t2| < 0,4
t* <10.
Es gilt also: 1<t < V10, d.h. die Bedingung ist fiir t =3 erfiillt.
¢ Endpunkt der Rampe flir t=3:
f;(0)=16.
Es soll also gelten:
3,2=0,4-(3-)
8=(3-&)
"X =3+2.2
0,2x=1n(3+2:2)
X=5-In(3+242)~ 48,8137

Losung: Xgnq = 8,8137.

e Der Winkel im Endpunkt der Rampe soll kleiner als 70° sein:

f,'(x)=-0,48-€"* +0,16- "
f,'(8,8137) = 2,6376...

Daraus folgt:
arctan(2,6376) =69,236...°<70°.

Die Bedingung ist also erfiillt.

20

d)

Bestimmung der Gleichung der Parabel, die aufgrund der Symmetrie die all-
gemeine Gleichung h,(X) = ax?*+C hat:

Es gelten:

(1) Bedingung W(2,02733|0,9) = 4,1100a + ¢ = 0,9

(2) Bedingung f,'(2,02733)=-0,36 = 4,05466a=-0,36
= h,(X)=-0,08879x*+1,26492.

Die Rampe muss dementsprechend um 1,60 m — 1,26 m = 0,34 m abgesenkt
werden.
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L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

I

I

III

W

N

\ / x

1 2 B3 4 5 6 7 8 O

10

10

Flachenberechnung:

2,0273 0 0888 2,02733
A= f (=0,0888x> +1,2649)dx :[—’Tx3+1,2649x} =2,3177.
0

0

8,8137
8,8137

A= j 0,4(3 — ") dx =0,4[9x—30e°’“+2,5e°’4x] =4,2104 .

. 2,02733

Flacheninhalt beider Verkleidungen:
A=2-(A+A)=2-(2,3177+4,2104)=13,0562

Oder — wenn man spéter rundet:
A=2-(A+A)=2-(2,3178+4,2105)=13,0563

Der Flacheninhalt der beiden Seitenfldchen betrdgt damit etwa 13,06 m?.

15

Information fiir Lehrer: Die Lange der Kurvenstiicke im Intervall [0;8,8137]
betrégt 10,61 m unter Verwendung der Linienintegral-Formel

b
s= j J1+ (f'(x))?dx (und unter Verwendung numerischer Integration).

Fiir eine Ndherung kann man die Kurve durch Geradenstiicke ersetzen.

Beispiel mit drei Intervallen und unter Verwendung gerundeter Funktionswerte:

S:0<x<5 = § =.52+162=53
S :5<x<6 =S =1

S :6<x<8,8137 =S5 =42,812+3,22=43
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Zuordnung
L 8sungsskizze Bewertung
I | IO I
S+S +S =10,6.
Damit gilt fiir die Flache der Rampenoberseite folgender Néherungswert:
10,6-4 m* =42,4m’.
Farbmenge:
42,4-1,5kg=63,6 kg .
Bei allen drei Abschnitten ist zwar das Geradenstiick kiirzer als das entspre-
chende Kurvenstiick, aber die gendherte Farbmenge ist so deutlich unter der
Maximalmenge, dass man sagen kann: 70 kg reichen aus.
Volle Punktzahl sollte nur vergeben werden, wenn das Naherungsverfahren fur
die Lange des Kurvenstticks in Aufldsung und Genauigkeit mindestens der Bei-
spiellésung entspricht. 15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 65 | 15
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.2 Wachstumsverhalten von Douglasien

Douglasien (,,Oregon pine*“) stammen aus den Wald-
gebieten des kiistennahen pazifischen Nordwestens

der USA.

Die Douglas-Tanne, wie sie hier genannt wird,
besitzt eine hohe Widerstandsfahigkeit gegen Holz
zerstorende Pilze. Ihr Holz findet daher sowohl im
AuBenbereich (Balkone, Gartenmdobel, Spielplatz-
einrichtungen etc.) als auch im Innenbereich (Innen-
ausbau, Mobel etc.) zunehmend Verwendung.

Grundsatzlich ldsst sich das Wachstumsverhalten so
beschreiben, dass nach einer anfinglichen Zunahme
der Wachstumsgeschwindigkeit eine Verringerung

auftritt.

Gymnasien, Gesamtschulen, Berufliche Gymnasien

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Zweittermin

ANALYSIS 2

a) Die Wachstumsgeschwindigkeit w der Hohe von Nadelbdumen in Abhingigkeit von der Zeit t
lasst sich modellhaft durch Funktionen des Typs w,(t)=a-(t +1)-€™ beschreiben (k> 0).

Dabei ist t in der Einheit ,,Jahr* und w(t) in der Einheit ,,Meter/Jahr angegeben.

In der folgenden Abbildung sind fiir a =1 drei verschiedene Graphen dieses Typs dargestellt.
Berechnen Sie fiir jede dargestellte Funktion mit Hilfe der Maximalstellen, die Sie der Grafik

entnehmen, den zugehdrigen Zahlenwert k. (10P)
2,5
jip7es £ -
1 ‘5 P —— |
~ ) _
[ ~[
N Y
. \ 4
| \.\ i i 4 | E
A |0 1 | 2 8 10 [ 11 [12 [13 [ 14 [~
/I | | | |
b) Entscheiden Sie mit Hilfe der Lage der Extrempunkte, dass nur Zahlenwerte K mit 0 <k <1
fiir eine sinnvolle Beschreibung des Wachstumsprozesses in Frage kommen. (10P)

c) Fir die Wachstumsgeschwindigkeit der Hohe von Douglasien soll nun die Funktion w ,, mit

W, 0, (1) =0,04- (t+1)- €% betrachtet werden.

Bestimmen Sie das Alter mit der hochsten Wachstumsgeschwindigkeit und geben Sie

diese an.

Ma2-LKLM-AWT.doc
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d) Die Funktion hmit h(t) = —g g ¥ -(t + 34%) +45 % beschreibt modellhaft, wie sich die

Baumhohe h von Douglasien (in m) in Abhédngigkeit von der Zeit t (in Jahren) entwickelt.

e Zeigen Sie mit Hilfe der partiellen Integration, dass sich h(t) aus W, o, (t) herleiten l4sst.

e Ermitteln Sie, welche Stammhohe eine Douglasie nach diesem Modell nicht {iber-
schreiten kann.

e Skizzieren Sie den Graphen der Funktion h im Intervall 0 <t <300 in das Koordinaten-
system in der Anlage 1. Wahlen Sie den MaB3stab 1 LE £ 20 Jahre fiir die Zeitachse t
und 1 LE £ 5 m fiir die Hohenachse h(t).

e Interpretieren Sie den Verlauf des Graphen im Kontext. (20P)

e) Fiir das logistische Wachstumsverhalten einer Funktion f gilt:
f'(x)=A-f(x)-(P-f(X)) mit A>0.
(A stellt eine Proportionalititskonstante dar und P steht fiir die obere Wachstumsgrenze.)
Entscheiden Sie begriindet, ob die Funktion h logistisches Wachstum beschreibt. (15P)

Als KenngroBe fiir das Dickenwachstum spielt der sogenannte Brusth6hendurchmesser BHD,
der den Durchmesser des Stammes in einer Hohe von 1,30 m angibt, eine gro3e Rolle.

f) Berechnen Sie den BHD fiir eine Douglasie im Alter von 80 Jahren, wenn der Quotient aus
Baumhohe und BHD den Wert 80 aufweisen soll. (10P)

Fiir die Produktion von besonders hochwertigem Holz ist die Kennzeichnung und besondere
Pflege (Schnitte) von sogenannten Z-Baumen (Zukunftsbdumen) von Bedeutung. Bei diesen
Béaumen wird als Ziel ein BHD-Wert von 70 bis 80 cm im Alter von 60 bis 70 Jahren angestrebt.

g) Bei einem idealen Baumtyp mit kreisrundem Stamm lésst sich der Stammléngsschnitt
modellhaft durch eine Funktion H(r)=m- et beschreiben, wobei H(r) die Hohe angibt, in

der der Stamm den Radius r aufweist (siche Anlage 2).

e Bestimmen Sie die Parameter mund b fiir einen Z-Baum, der im Alter von 70 Jahren
eine Hohe von 32 m erreicht und einen BHD von 70 cm hat.

(Zur Kontrolle: m= 32 und b = 26,15).

e Beschreiben Sie zwei mogliche Verfahren, um das Volumen eines solchen Z-Baumes im
Alter von 70 Jahren unter Beriicksichtigung einer Hohe von 32 m (abziiglich der Schnitt-
héhe von 20 cm) und einem Ziel-BHD von 70 cm zu ermitteln.

¢ Bestimmen Sie mit Hilfe eines der beiden Verfahren das Volumen.

e Vergleichen Sie das ermittelte Volumen mit demjenigen Wert, der sich aus der praxis-

orientierten Formel von Johnssen berechnen lisst, und begriinden Sie die Abweichungen.
Faustformel von Johnssen: V =0,03186-d?-h+0,43-h+0,0551-d%-0,4148-d

mit V : Stamm-Volumen mit Rinde (in dm’)
d : BHD-Durchmesser (in cm)
h : Baumhéhe (in m) (20P)
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Erwartungshorizont
Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I | 11| I
a) | Mit wy(t)=(t+1)-e™ folgt: w'(t)=(1-K-(t+1))-e™.
. . . 1
Da fiir alle Maxima W/ (t) =0 sein muss, gilt 1-k(t+1)=0 < k= I
+
Da die Maxima in den gegebenen Graphen bei t =-0,5, t=0 und t=4 liegen,
erhélt man die zugehorigen Werte k=2, k=1 und k=0,2. 10
b) | Aus 1-Kk(t+1)=0 folgt t =+ —1. Fiir alle Zahlenwerte mit 0 <k < 1 ist t immer
grofer als Null. Damit treten Maxima des Hohenzuwachses nur fiir positive t
(Jahreszahlen) auf, was sinnvoll ist. 10
c) | Hochste Wachstumsgeschwindigkeit bedeutet Maximum der Funktion Wy g4(t).
Mit Hilfe der obigen Formel folgt: \/\()’04 (t)=0,04- (1 -0,03-(t+ 1)) g%t =,
Mit 1-0,03-(t+1) =0 folgt t =321.
Testeinsetzungen von t = 32 und t =33 bestitigen das Vorhandensein eines
Maximums.
Wy 4(324) = 0,505.
Das heifit, im Alter von 321 Jahren ist die Wachstumsgeschwindigkeit mit
ca. 50 cm pro Jahr am gréBten. 5110

d) | Beschreibt W 04(£)=0,04-(t+1)- e %" die Wachstumsgeschwindigkeit, so

muss
X
h(t) = j w(t)dt
0
die Hohe h in Abhéngigkeit von t darstellen.
Aus h(t)=0, 04.[ (t+1)-€*%'dt erhilt man durch partielle Integration mit
0

ut)=t+1 und V(t)=e """ den Term

1 —0,03t t T 1 —0,03t
0,04| | (t+1)-(——=)- €' | —|(———=)-e*P'dt |.
H( i 0,03) L l( 0,03) }

Daraus folgt:
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Zuordnung
.. . B Tt
L dsungsskizze cwerine
I II | III

1 —0,03t " 1 0,03t X
0,04 | t+1-(- e - | e? =
|:( ) ( 0,03) j|<) (0,032) [ :|0

und schlieBlich erhdlt man durch Ersatz von X durch t den Term
h(t)=—2e % (t+341)+452
3

Damit ist gezeigt, das h eine Stammfunktion von W, ,, mit

keit von t darstellt.

Fiir die maximale Hohe ist der Grenzwert lim(—%e_o’03t (t+345)+ 45%) zu
t—oo

3
betrdgt der Grenzwert 457 .

Die Bidume konnen danach eine Hohe von ca. 46 m nicht tiberschreiten.

Graph von h:

hit)
45

42
39
36

33

o 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
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1 _0,03x 1 1 _0.03x 1
0,04/ (X+1)-(——=)-€"" =(—=) +(- e = (= =
(x+D)-( 0,03) ( 0,03) ( 0,032) ( 0,032)
0,04| (- ! )-e P X+ 1+ L) P S 12 =
0,03 0,03) 0,03 0,03
0,04/ (- ! )- e X+ 1+ LI P S 12
0,03 0,03) 0,03 0,03

W 04 (1) =0,04(t +1) - e %" ist und somit das Hohenwachstum h in Abhingig-

bilden. Da fiir sehr grofe Werte t der Term —£e™%(t +341) gegen 0 strebt,
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I IT | 11
Interpretation des Kurvenverlaufs:
Nach anfanglich geringem Wachstum wichst eine Douglasie bis zum Alter von
ca. 60 Jahren relativ gleichméBig. Danach verlangsamt sich das Wachstum und
sie erreicht erst im Alter von tiber 200 Jahren annidhernd die Endh6he von 46 m. 10 | 10
e) | Fiir ein logistisches Wachstum muss h(t) die Bedingung
h'(t)=A4-h(t)- (45% —h(t)) mit Ae R erfiillen.
Dies ist nicht der Fall:
(1) h'(t)=w,,,(t)=0,04-(t+1)- e
(2) A-h(t)- (457 —h(D) = A-(- 4™ - (t-341) +457)- (4" - (1-344))
Die Multiplikation der letzten beiden Terme ergibt nicht die in (1) vorliegende
Form.
Also liegt kein logistisches Wachstum vor.
Eine andere Mdglichkeit ware zu argumentieren, dass fir ein logistisches
Wachstum die Funktion h die Form ———_ mit (r,s te R) haben misste,
r+s-e"
was nicht der Fall ist. 10| 5
D | hg0y=32 = 32 _80 = BHD=0.4.
BHD 10
g) | Es gilt H(0) = 32: 32=m-e” =m
und H(0.35)=1,3:  1,3=m-e""
m= 32 eingesetzt in die 2. Gleichung ergibt:
1,3=32.e00%
2 — efbAo,352
32
“b-0,35% = 1n££j
32
_ In (13—23)
0,35°
b=26,1499...
Damit sind die Werte m= 32 und b= 26,15 bestitigt.
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I IT | 11
Mogliche Beschreibungen:
e Man bildet die Umkehrfunktion zur gegeben Hohenfunktion und
berechnet mit Hilfe der Rotations-Volumenformel.
e Man nihert den idealen Baum einem Kegel an, dessen Grundflache sich
dicht tiber dem Boden befindet und der die um 0,2 m reduzierte Hohe
des Baumes besitzt.
Losung zum ersten Vorschlag:
Von der Funktion H(r)=32- e205" wird die Umkehrfunktion
r(Hy= |32 _InH _ J0,1325-0,03824In H
26,15 26,15
gebildet und dann das Rotationsvolumen mit Hilfe von
32 32
7 [ (J0,1325-0,03824InH)*dH = 7- [ (0,1325-0,038241n H ) cH
0,2 0,2
berechnet. Dazu kann die Formel J.ln HdH =H -1n|H | — H aus der Formel-
sammlung verwendet werden.
Man erhalt schlieBlich fiir das Volumen ca. 3,7 m”.
Loésung zum zweiten Vorschlag:
Man verwendet die in f) ermittelten Wert und bildet mit dem Strahlensatz
folgende Gleichung:
32702 3.
0,35 30,7
Fiir das Volumen des Kegels ergeben sich dann 4,3 m?.
Nach der Formel von Johnssen errechnet sich das Volumen zu V =5 219 dm’
=5,2 m’.
Das Volumen des idealen Kegels ist etwas groler als das berechnete Rotations-
volumen und liegt ndher an dem aus der Johnssen-Formel berechneten Wert.
Daher ist das Kegelvolumen ein guter Naherungswert. Das aus der praxis-
orientierten Johnssen-Formel berechnete Volumen ist vermutlich deshalb grof3er
als die beiden anderen Werte, weil man mit Hilfe der modellierten Funktion zu
geringe Durchmesser gerade im unteren Stammbereich erhilt. 10 | 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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1.1 Pyramide mit Kugel

Ein Kiinstler entwirft am Computer das Modell
einer Pyramide, die zur Gestaltung des Vorplatzes
der neuen Kunstakademie vorgesehen ist. Die

Pyramide hat eine quadratische Grundflache und ist

gerade, d.h. der FuBpunkt M ihrer Raumhohe liegt
im Mittelpunkt der quadratischen Grundflidche
(siche Abbildung).

Dem Betrachter der Pyramide soll das Gefiihl ver-
mittelt werden, als bewege sie sich schwerelos im
Raum. Zur Erzeugung dieses Eindrucks verlauft
durch die Spitze Sder Pyramide sowie durch M
eine Metallachse, die im Punkt P der X;-X-Ebene
fixiert ist. Bei der Planung am Computer ist die
Position der Pyramide bestimmt durch die Koor-
dinaten der Eckpunkte ihrer Grundflache
A(51213),B(6]4]5),C(4|6|4)und
D(314]2).

Die Raumhdhe h=MS soll das 1,5-fache der
Seitenldnge des Quadrats betragen.

Eine Léngeneinheit in dem betrachteten
Koordinatensystem entspricht 1 m.

a) Weisen Sie nach, dass die Grundflache
tatsdchlich ein Quadrat darstellt, und
bestdtigen Sie die Koordinaten der
Pyramidenspitze § 7,5 5,51 0,5).

LA/AG 1

N

Bodenflache (X;-%-Ebene)

Nicht mal3stabliche perspektivische
Darstellung der Pyramide

(20P)

b) Berechnen Sie, um welchen Winkel die Pyramidenachse gegeniiber der Vertikalen geneigt ist.

Bestimmen Sie die Lange der Strecke MP.

(15P)

¢) Die Pyramide ist nicht nur an diesem Punkt P im Boden befestigt. Eine zweite Befestigungs-
stange geht durch den Mittelpunkt M, steht senkrecht auf MP und ist so im Punkt Q der
X;-%-Ebene fixiert, dass das Dreieck PQM senkrecht zur X;-X-Ebene steht.

Bestimmen Sie die Koordinaten von Q.

Ma2-LKLM-AWT .doc

(15P)

Seite 23 von 47



Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, Berufliche Gymnasien
Behorde fur Schule und Berufsbildung Zweittermin
Abitur 2009

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Der Designer plant, in die aus Acrylglas bestechende Pyramide eine Kugel aus dem gleichen Material
zu integrieren. Zur Effektsteigerung soll die Kugel mit einem Material beschichtet werden, das je nach
Richtung des Lichteinfalls wechselnde Farbtone hervorbringt. Der Designer experimentiert zunéchst
mit der GroBe der Kugel. Sie soll die Grundflidche der Pyramide in der Mitte beriihren.

d) Zeigen Sie, dass eine Kugel K, s mit dem Radius 1,5 LE die Seitenfldchen der Pyramide
jeweils in einem Kreis schneiden miisste. Ermitteln Sie den Mittelpunkt und den Radius
von einem dieser vier Kreise. (20P)

Zur Vereinfachung weiterer Rechnungen entscheidet der Kiinstler, die Grundflédche in die
Xi-%-Ebene (mit dem Ursprung als Mittelpunkt) zu legen und die Quadratseiten parallel zu
den Koordinatenachsen anzuordnen. Die einbeschriebene Kugel soll auf der Grundflache auf-
liegen und ihren Mittelpunkt auf der X;-Achse haben.

e) Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte der Pyramide in dieser Lage. (5P)

f) Der Designer mochte nun aber, dass die Kugel die Pyramide von innen beriihrt.

Bestimmen Sie den Radius der Kugel K; so, dass diese Eigenschaften erfiillt sind.
(Zur Kontrolle: r =1,08 LE ) (15P)

Bei der Fertigung der Kugel ist der Auftragswerkstatt leider ein Fehler unterlaufen. Die gelieferte
Kugel hat einen Radius von 1 LE und beriihrt die Seitenfldchen nicht, wenn sie auf der Grundfléche
aufliegt.

Der Designer denkt eine Weile nach und hat eine Idee: ,,Um so besser, dann kommt zwischen die
groBBe Kugel und die Seitenflachen jeweils noch eine kleine Kugel, die den Abstand ausgleicht
—und diese vier kleinen Kugeln erhalten eine innere Beleuchtung.*

g) Die Firma, die die leuchtenden Kugeln herstellt, kann diese nur ab einem Durchmesser von
0,1 LE bauen.
Entscheiden Sie, ob mit solchen Leuchtkugeln die Idee des Designers realisiert werden
kann. (10P)
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Erwartungshorizont

Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I I | 1II

a) | Nachweis Quadr at-Eigenschaft:
Es sind verschiedene Vorgehenswei sen denkbar.
Fiir die Vektoren AB, DC sowie BC und AD gilt:
1 -2
AB=|2|=DC und AD=| 2 |=BC und damit AB||DC und AD||BC.
2 -1
Weiterhin gilt ‘ZB‘ = ‘gé‘ = ‘65‘ = ‘5/&‘ =3 wegen jeweils paarweise
identischer Richtungsvektoren, deren Betrag 3 ist.
1) (2
Wegen | 2 |-| 2 |=0 giltnoch AB_LBC und AD_L AB.
2) (-1
Bestétigung der Koordinaten von S:
Es sind verschiedene Vorgehenswei sen denkbar.
2

Als Normalenvektor der Grundfliche ABCD erhilt man z. B. Nasco =| 1
-2

Die Kantenlidnge ergibt sich zu ‘HS‘ =\J1I'+2°+2° =3 = ‘ﬁl‘ =1,5-3=4,5 und

2 3
somit: Fl1=1,5- 1 |=|L5
-2 -3

Damit ergibt sich fiir den Ortsvektor der Pyramidenspitze S

5 1 -2 3 7,5
0—S=0—A+l~(ﬁ3+ﬁ)+ﬁl= 2+ 22 (4] 2 ||+ 15 |=]5.5].
2 2
3 2 -1 -3 0,5

also §7,515,5/0,5). 10 | 10

b) | Winkel zwischen der Pyramidenachse und der Vertikalen:

2 0
1110
n .n -2) (-1
cos o, = A8 T _ _2 p=as190,
‘nABCD" Ny 3-1 3
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I | 11 | III
Abstand d der Pyramidenspitze Svon P (Schnittpunkt der Achse mit der
X]_'Xz-Ebene):
Fiir die Berechnung des Abstandes d der Pyramidenspitze vom Schnittpunkt der
Pyramidenachse mit der X;-X,-Ebene stellen wir zunéchst die Gleichung der
Achse auf:
7,5 2
f: Xx=0S+A-Nascp = 55 [+A 1
0,5 -2
Da die x3-Koordinate 0 sein muss, folgt:
8
A=0,25 , somit OP=| 5,75 | und
0
d=|s|=[OoP-08=0,75.
Nach dem Vortext zu a) ist ‘M_S‘ =1,5-3=4,5 und somit
IMP|=4,5+0,75=5,25.
Die Lange der Strecke MP betrdgt 5,25 m. 10| 5
¢) |Fiir den gesuchten Punkt Q muss gelten: MP steht senkrecht auf W) Dabei ist
M( 4,54 |3,5) der Mittelpunkt der Pyramidengrundflache. Q liegt auf der
Geraden durch P und M’, wobei M” der FuBBpunkt des Lotes von M auf die X;-X,-
Ebene ist. Mit M’( 4,5 |4 | 0) folgt fiir die Gleichung der Geraden durch P und M":
8 3,5
g: X=|575+A-| L75].
0 0
Die Orthogonalitit von MPund MQ bedeutet, dass ihr Skalarprodukt O ist.
Wir erhalten die Gleichung:
3,5+3,54 3,5
L,L75+1,754 |-| L75 |=0
-3,5 -3,5
3,5 +3,5A+1,75 +1,75°A+3,5 =0
27,5625+15,31254=0 = A=-1,8.
Damit erhalten wir fiir den gesuchten Punkt Q die Koordinaten ( 1,7 2,6 | 0). 15
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L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

I | I | IO

d)

Der Mittelpunkt M liegt auf einer Geraden, die durch den Mittelpunkt der
Pyramidengrundfliche M( 4,54 |3,5)und § 7,5 5,5 0,5 ) verlauft, und hat
zu M den Abstand seines Radius’:
4,5 3 3

4 [+A-]15|,undda || 1,5 |=3"+1,5"+3" =4,5, wird AL = 1.
3,5 -3 -3

O 1 X=

45\ (1) (55
4 [+ 0,5|=|4,5],d h Mc(5,5]4,5]2,5).
35) | -1) (25

Der Abstand der Kugel ldsst sich u. a. mit Hilfe der Ebene E, ibestimmen.
-2 2,5

2 |+t 3,5
-1 -2,5

5
Parameterform: E, q:X=|2 |+S- oder in
3

Koordinatenform E, q: X +5X, +8%, =39.

Gesucht wird der Schnittpunkt einer Geraden in Richtung eines Normalen-
1

vektors Mg =| 5 | der Ebene E, 4 durch den Mittelpunkt M, der Kugel
8

mit der Ebene ADS
5,5 1

g: X=| 4,5 |+k-| 5| Gleichsetzen mit E, 5 oder Einsetzen in die

2,5 8
Koordinatenform fiihrt zu dem Schnittpunkt und gleichzeitigem Schnittkreis-
mittelpunkt Screis( 5,4 (4 1,7).
5,5 5,4
4,5|-| 4
2,5 1,7

Der gesuchte Abstand betrigt =0,9486832980<1,5.

Der Radius des Kreises berechnet sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras

ferae =y/1,5> —0,048683298” = 1,16 .

10 | 10

Die Pyramide mit der Grundflache in der X;-%,-Ebene hat entsprechend den
Vorgaben aus a) die folgenden Punkte:

Ao(1,511,5]0), Bo(1,5 | -1,5]0), Co(-1,5 | 1,5 | 0), Dy(-1,5| 1,5 ] 0) und
S(010[4,5).
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I I | III
f) | Der Mittelpunkt der Kugel K, mit dem Radius r lautet: M,(0 | 0| r) . Der Ab-
stand von M, zur Ebene durch A\ByS, muss gleich r sein.
3
Mit Hilfe eines Normalenvektors zur Ebene A)ByS, n=|0 , seiner Lange \/E
1
1,5
und des Vektors OT‘; =| 1,5 |, erhdlt man mit der Abstandsformel
0
0} (L5 . 3 .
0|—|L5||—="|0||=|——=-(=4,5+T1)|=Tr.
|k
r 0 1
Dar—4,5<0ist, gilt:
. 4,5
4,5—r>0undsom1t4,5—r:\/m-r und r = =1,08.
1++/10
Lésung auch mit der Hesse” schen Normal enform maglich, es geht aber auch
elementargeometrisch:
Die Dreiecke MNA und MEA sind A
kongruent, Ubereinstimmung: 45,
(1) Seite MA \
(i1) rechter Winkel gegeniiber bei N ‘
bzw. E, 35
(ii1) Seitenlinge MN bzw. ME
(=Radius). 3
Also stimmen die Winkel bei A iiberein 25
und haben jeweils das halbe Mal} des
Winkels bei A im Dreieck ASN.
Dieser Winkel heiflie o und es gilt
tanol = 4,5 =3 also v~ 71,57°.
1,5
. o o
und damit 5 ~35,78°, tan (%) ~0,72.
Mit dem Dreieck ANM wird jetzt der Radius r berechnet:
Es gilt 0,72 - und damit r ~1,08.
L5 5110
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Zuordnung

L dsungsskizze Bewertung
I | I |0

g) | Zu untersuchen ist, ob der Abstand d des Kugelmittelpunktes (0 | 0| 1) von einer
Seitenfliche groBer als 1,1 m ist. Eine Gleichung der Ebene AjByS) lautet:

33X + X3 =4,5.

Setzt man die Koordinaten des Kugelmittelpunktes in Hesse sche Normalenform
ein, so erhélt man fiir den Abstand:
3-:0+1-4,5

J1o

Damit betrdgt der Abstand zwischen Kugeloberflaiche und Seitenfliche mehr als
0,1 LE, und die Idee des Designers lisst sich realisieren.

d= =1,1068.

Lésung auch mit der Formel fiir Abstand Punkt - Ebene mdglich.

In die Abstandsformel in f) (s.0.) ersetzt man r durch 1 und erhélt analog

3,5
— ~1,1068 .
V10 10

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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LA/AG 2
[1.2 Seeschildkroten

Griine Seeschildkrdten sind weltweit
vom Aussterben bedroht. Die Gelege
wurden von der ansédssigen Bevolkerung
oft ausgenommen, gejagt wurden sie
wegen ihres Fleisches und der Panzer
(Schildpatt wurde frither z.B. fiir Kdmme
und Brillenfassungen verwendet). Durch
industriellen Fischfang mit riesigen
Schleppnetzen und die Verschmutzung
der Meere sind die Bestdnde dramatisch
zuriickgegangen. Durch den Massen-
tourismus sind zudem weite Strdnde baulich erschlossen worden, an denen die Schildkréten ihre Eier
abzulegen pflegten. Gerade aber auch durch die Tourismusindustrie werden jetzt zunehmend An-
strengungen unternommen, Projekte zu fordern, um die Restbestéinde zu schiitzen.

Schwierig ist die Bestandsaufnahme und die Beobachtung der Populationen. Die weiblichen Schild-
kroten kommen nachts zur Eiablage an den Strand, graben Nester in den Sand und scharren sie nach
der Eiablage zu. Die Eier reifen im Sand heran, und nach etwa zwei Monaten schliipfen die kleinen
Schildkroten. Sie rennen dann zeitgleich eines Nachts im wahrsten Sinne des Wortes um ihr Leben in
Richtung Meer, da Raubvdgel und Krebse sie bereits am Strand erwarten. Wenn sie die Geschlechts-
reife erreicht haben, im Durchschnitt nach 25 Jahren, kehren die weiblichen Schildkréten an diesen
Strand zur Eiablage zuriick. In der Zwischenzeit legen sie im Meer Hunderte von Meilen zuriick.

Die Anzahl der Gelege variiert, nicht jedes Jahr pflanzen sich Schildkroten fort. Gehen Sie davon aus,
dass eine auf Hawaii ,,heimische* Population zu Beobachtungsbeginn — nach der Eiablage — aus

e 60000 Eiern (E),
e 24 000 Jungschildkréten (J)
e 300 geschlechtsreifen weiblichen Schildkréten (W) besteht.

Die jéhrliche Entwicklung dieser Population wird durch die Matrix

0 0 200
M =(0,05 0,89 0 | beschrieben.
0 0,0005 0,95
a) Stellen Sie die Entwicklung mit einem Ubergangsgraphen dar und beschreiben Sie, welche

Annahmen diesem Modell zugrunde liegen. Gehen Sie dabei auf alle von Null verschiedenen
Elemente in dieser Matrix ein. (20P)

b) Betrachtet man nur die Anzahlen der geschlechtsreifen Schildkrétenweibchen, so erhélt man
die folgende Wertetabelle:

Anzahl t der Jahre seit Beobachtungsbeginn 0 1 5 10 | 20 | 40
Anzahl w(t) der geschlechtsreifen Weibchen 300 | 297 | 288 | 280 | 270 | 254

Untersuchen Sie, ob diese Entwicklung ndherungsweise durch eine Funktion w mit
w(t)=a-€" beschrieben werden kann. (15P)
Hinweis. Benutzen Se fir das Aufstellen der Funktion die Wertepaare (0/300) und (20/270).
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c) Bestitigen Sie, dass es unter den durch die Matrix M beschriebenen Umweltbedingungen

keinen Bestand geben kann, der sich reproduziert. (10P)

d) Ein Hobbybiologe iiberlegt, ob man u.U. durch Bewachung und Schutz der frisch ge-
schliipften Schildkréten Populationen stabilisieren kann.

e Bestimmen Sie das entsprechende Matrixelement so, dass es fiir die neue Matrix M, Fix-
vektoren gibt, und geben Sie einen Fixvektor an.

Die Frau des Hobbybiologen gibt zu bedenken, dass dies wiederum einen Eingriff in das
Okosystem und den Nahrungskreislauf bedeutet, dessen Folgen fiir die iibrige Fauna nicht
abzusehen wiren. Vielmehr miisse der Umweltschutz so verbessert werden, dass die
Uberlebensrate der Jungschildkréten und der geschlechtsreifen Weibchen steigt.

e Gehen Sie im Modell davon aus, dass sich unter verbesserten Umweltbedingungen die
Uberlebensrate der Jungschildkroten und der geschlechtsreifen Weibchen mit demselben
Faktor r erhoht. Bestimmen Sie r so, dass eine Stabilisierung des Bestandes eintritt.

(Zur Kontrolle: Man erhélt als Zwischenergebnisse r =~ 1,0033 und r ~ 1,1788)

Bestimmen Sie die neue Populationsmatrix Mz und einen zugehdrigen Fixvektor. (20P)

Zuriick zu der anfangs durch M beschriebenen Entwicklung des Bestandes.

Durch das obige Modell wird nicht der gesamte Bestand an Schildkréten erfasst. Schildkroten
konnen iiber 100 Jahre alt werden, fortpflanzungsfzhig sind sie jedoch nur ca. 20 Jahre. Fiir
Touristen sind grof3e, alte Schildkrdten in freier Natur ein seltener, sensationeller Anblick.

Es werden nun neben Eiern (E) und Jungschildkréten (J) fortpflanzungsfiahige méannliche und
weibliche Schildkréten (G) und alte, nicht mehr fortpflanzungsfahige Schildkroten beiderlei
Geschlechts (A) betrachtet.

a b c d

. . . , e f g h

e) Begriinden Sie, welche Elemente der Populationsmatrix P = Kkl om
J

n pt u

gleich Null sind und welche von Null verschieden sein miissen, um die Entwicklung dieser

Population beschreiben zu kdnnen. (15P)

f) Leiten Sie auf der Grundlage von M eine 4x4 —Matrix My her, in der nun auch die Ent-
wicklung der fortpflanzungsfahigen ménnlichen Schildkréten und der nicht mehr fort-
pflanzungsfahigen alten — ménnlichen und weiblichen — Schildkroten erfasst sind.

Gehen Sie bei der Modellierung davon aus, dass
— es gleich viele ménnliche wie weibliche Schildkrdten in dieser Population gibt,
— die Uberlebensraten fiir beide Geschlechter gleich sind.

e Begriinden Sie, ob — und wenn ja, wie — sich die von Null verschiedenen Matrixelemente
von M beim Ubergang auf M, verdndern.

e Begriinden Sie, welche mathematisch sinnvollen Uberlebensraten fiir den Bestand an

alten Schildkréten in Frage kommen. (20P)
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I | 11 | 1
a) | Ubergangsgraph:
E
0,89

Folgende Annahmen liegen dem Modell in jedem Zeittakt (ein Jahr) zu Grunde:

Jede geschlechtsreife weibliche Schildkréte legt 200 Eier.

Nur noch 5 % der urspriinglich aus den Eiern geschliipften kleinen Schildkréten

sind am Leben.

89 % der Jungschildkrdten verbleiben innerhalb ihrer Altersklasse.

0,5 Promille der Jungschildkréten wachsen zu geschlechtsreifen weiblichen

Schildkréten heran.

Die Uberlebensrate der geschlechtsreifen weiblichen Schildkréten betragt 95 %. | 15 | S
b) |Esgilt: w(0)=a-€" =300 und damit a=300.

Aus W(20) =300 €% = 270 folgt:

g = 270 k=0,05In0,9 = k=~ —0,0053
300

Die Funktionsgleichung lautet somit: W(t) = 300 -€*”"**" bzw.

w(t) = 300-e **!

Priifung:

w(l) &~ 298, W(5)~292, w(10) ~ 284, w(40)=243.

Die mit der Funktionsgleichung ermittelten Anzahlen geschlechtsreifer Weib-

chen stimmen also ndherungsweise mit den Werten in der Tabelle iiberein.

Die grofite prozentuale Abweichung ist kleiner als 5 %. 15
c) E| (E

Das Gleichungssystem, das sich aus dem Ansatz M | J | =| J | ergibt, hat nur

W/ (W
die Losung E= J =W=0.
Also gibt es keinen Bestand, der sich reproduziert. 10
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Zuordnung
Bewertung

I | II | III

L dsungsskizze

d) 0 0 200
e GesuchtistX,sodasszu M,=[x 0,89 0 |ein Fixvektor f) existiert.
0 0,0005 0,95

E E
Aus dem Ansatz M, | J |=| J | erhdlt man X= 0.055 und damit
wWj| (W

0 0 200 60000
M,=|0.055 0,89 0 |. Ein Fixvektor ist {30000 |.
00,0005 0,95 300

0 0 200
e Gesuchtistr, sodasszu M;=[0,05 0,89r 0 |ein Fixvektor
0 0,0005r 0,95r

T) existiert.
E E
1 J [=| J | fuihrt auf die quadratische Gleichung
W/ W
—0,08455r + 0,1845r = 0,1
= I ~ 1,0033Vvr ~ 1,1788
Die zweite Losung ist im Sachkontext unsinnig, da 0,89 - 1,1788 >1.

Der Ansatz M,

Die erste Losung ergibt die Matrix
0 0 200

M,~[0,05 0,8929 0
00,0005 0,9529
60000
D ~|28000].

300 515110

e) | Da sich nur geschlechtsreife Schildkroten fortpflanzen, gilt: a=b=d=0, c=0.

Jungschildkréten entwickeln sich aus den Eiern oder verbleiben in der ,,Alters-
stufe* (J). Hieraus folgt: g=h=0, e=0, f=0.

Geschlechtsreife Schildkroten entwickeln sich aus den Jungschildkréten oder
verbleiben in der ,,Altersstufe” (G). Hieraus folgt: j=m=0, k=0,1=0.

Aus analogen Uberlegungen zu den alten Schildkroten folgt:
n=p=0, t=0,u=0. 10| 5
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I | II | III

L dsungsskizze

f) | Zu beachten ist, dass man die Anzahl der Eier halbieren muss, wenn im Bestand
Schildkréten beiderlei Geschlechts erfasst wurden. Die iibrigen von Null ver-
schiedenen Matrixelemente verdndern sich durch die Beriicksichtigung der
méannlichen Schildkréten nicht.

Eine mogliche Losung ist

0 0 100 0
0,05 08 0 0
| 00,0005 0,95 0
0 0 0,02 0,9

M4

Das Matrixelement 0,95 besagt, dass 95 % der geschlechtsreifen Schildkréten in
dieser Klasse verbleiben. Die iibrigen 5 % sind aus dieser Klasse heraus-
gewachsen, sind also gealtert, oder haben das Jahr nicht iiberlebt. Mithin muss
dies beim Vergroflern des Bestandes A beriicksichtigt werden.

Bei der Festsetzung der Uberlebenswahrscheinlichkeit der alten Schildkréten
muss beriicksichtigt werden, dass jede solche Schildkrdte bereits ein Alter von
mindestens 45 Jahren erreicht hat und einige noch weit mehr als 55 Jahre
Lebenserwartung haben miissen. Ob nun die jihrlich Uberlebenswahrschein-
lichkeit unter oder iiber der ,,Verbleiberate* von G von 0,95 festgesetzt wird,
héngt davon ab, ob man den ,,Alten* hohere Sterbewahrscheinlichkeiten z.B. aus
HAltersschwiche® zuschreibt oder nicht.

Annliche Uberlegungen werden von den Schiilerinnen und Schillern erwartet. 10 | 10

Insgesamt 100 BWE | 30 | 45 | 25
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STOCHASTIK 1
.1 Erndhrungsstudie

Bei einer bundesweit durchgefiihrten, reprisentativen Studie
im Rahmen der Vorsorgeuntersuchungen wurden die Er-
nihrungsgewohnheiten sowie die Art und Héufigkeit der
korperlichen Bewegung von erwachsenen Frauen und
Mainnern im Alter zwischen 35 und 45 Jahren untersucht und
mit ihren bei den Vorsorgeuntersuchungen ermittelten
Cholesterin-Werten in Beziehung gesetzt.

Zunéchst zu den Erndhrungsgewohnheiten:

Bei den Minnern dieser Altersgruppe gaben 5,5 % der Be-
fragten an, sich vegetarisch zu ernéhren.

a) Bestitigen Sie, dass man das Merkmal ,,Vegetarier in einer zufillig gezogenen Stichprobe als
binomialverteilt annehmen kann; geben Sie Situationen an, bei denen diese Annahme nicht
gilt. (10P)

Gehen Sie im Folgenden zunéchst davon aus, dass das Merkmal ,,Vegetarier” bei der betrachteten
Gruppe von Mannern binomialverteilt ist mit p=5,5%.

b) e In einem Betrieb gehoren 125 Ménner zu dieser Altersgruppe zwischen 35 und 45 Jahren.
Berechnen Sie, wie viele ,,vegetarische™ Ménner in dieser Stichprobe zu erwarten sind.

e Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter 60 Mannern, die in einem Bio-Laden
einkauften, genau 10 Méanner Vegetarier waren.
o Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

= Entscheiden Sie, ob man das Merkmal ,,Vegetarier* auch bei Bio-Laden-Kunden immer
noch als binomialverteilt betrachten kann. (15P)

¢) In einem anderen Betrieb ergab sich, dass sich kein Mann dieser Altersgruppe vegetarisch
erndghrt hat. Das erscheint erstaunlich.

e Bestimmen Sie, wie viele Ménner dieser Altersgruppe hochstens in dem Betrieb sein
diirften, damit die Wahrscheinlichkeit, dass kein Mann Vegetarier ist, immerhin noch
groBer als 5 % ist. (10P)

d) Wenn man Werte fiir eine binomialverteilte Groe mit kleinem p (und hinreichend groBBem
Stichprobenumfang) berechnen mochte, so kann man die so genannte Poissonverteilung zur

(n-p)"
",
k!
Gehen wir noch einmal zuriick zu dem Betrieb mit den 125 Ménnern aus Aufgabenteil b).

Niherung verwenden: P(X =Kk) =

e Bestimmen Sie die prozentuale Abweichung der Poisson-Néherung gegeniiber der Bi-
nomialverteilung fiir das Ereignis, dass unter diesen 125 Mannern weniger als drei
Vegetarier sind. (10P)
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Seit der letzten Gesundheitsreform werden im Rahmen der Vorsorgeuntersuchungen von iiber
35-Jahrigen regelméBig die Cholesterin-Werte (hier die LDL-Werte) im Blut bestimmt; hierfiir
liegen also statistisch gesicherte Daten vor.

Fiir die betrachtete Altersgruppe ergibt sich ein LDL-Mittelwert von 165 mg/dl mit einer
Standardabweichung von 41 mg/dl.

Grundsétzlich gilt: Je hoher der Wert ist, desto hoher ist das medizinische Risiko, vor allem fiir
Herzerkrankungen. Die grundlegenden Richtlinien sehen vor, selbst bei Personen ohne spezi-
fische Risikofaktoren (wie Rauchen etc.) bei LDL-Werten oberhalb von 170 mg/dl eine Anderung
des Lebensstils anzuraten.

Bei LDL-Werten oberhalb von 200 mg/dl wird zusétzlich dringend eine medikamentose Therapie
empfohlen.

Im Folgenden ist davon auszugehen, dass die LDL-Werte ndherungsweise normalverteilt sind.

e) e Berechnen Sie unter allen erwachsenen Ménnern in der erwéhnten Altersgruppe den Anteil
derer, die ihren ,,Lebensstil &ndern* sollten.

e Ermitteln Sie, auf wie viele Ménner mit dieser Empfehlung einer kommt, dem zusétzlich
eine medikamentdse Therapie empfohlen wird.

e Bestimmen Sie die Mindestanzahl von zufillig ausgewihlten erwachsenen Méannern, so
dass mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % mindestens ein Mann mit der
,dringenden Therapieempfehlung* darunter ist. (25P)

f) Der bundesweit vertretene ,,Verein fiir Bewegung und gesunde Erndhrung (VBE)* mochte
neue Mitglieder mit folgender Behauptung werben:
“Unsere ménnlichen Mitglieder mittleren Alters haben dank unserer hervorragenden
Beratung und Betreuung nach nur einem Jahr Mitgliedschaft einen mittleren LDL-Wert von
nur 140 mg/dl!*
Auf Nachfrage teilt der Verein mit, dass die Standardabweichung des LDL-Wertes bei den
minnlichen Mitgliedern bei 40 mg/dl liegt. Mit kritischen Fragen konfrontiert, sagt die Presse-
sprecherin des Vereins: ,,Gut, gehen Sie hin, wahlen Sie zehn mannliche Mitglieder beliebig
aus und bestimmen Sie deren Cholesterin-Wert. Wir ziehen die Behauptung zuriick, wenn Sie
unter diesen zehn Mannern mehr als drei mit einem Wert von {iber 165 mg/dl finden.*

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der der Verein seine Behauptung zu Unrecht
zuriickziehen muss. (15P)

In der Studie zu Erndhrungsgewohnheiten wurde auch nach dem Bekanntheitsgrad von Giite-
siegeln fiir Lebensmittel gefragt. Zum Beispiel kennen rund 67 % der Deutschen das Bioland-
Siegel.

g) Gehen wir folgender fiktiver Situation nach:
Um den Bekanntheitsgrad zu steigern, beauftragt der Bioland-Verband eine Werbeagentur mit
einer Kampagne. Im Vertragstext heifit es: ,,Ein Erfolgszuschlag zum Honorar fiir die Agentur
wird fallig, wenn nach der Kampagne statistisch signifikant begriindet werden kann, dass der
Bekanntheitsgrad des Bioland-Siegels hoher als 75 % ist®.
Die Werbeagentur stellt nach der Kampagne bei einer Zufallsbefragung von 128 Personen
fest, dass das Biolandsiegel bei 103 Personen bekannt ist, und fordert darauthin das Erfolgs-
honorar ein. Der Biolandverband verweigert die Zahlung mit dem Hinweis, dass der Anteil
von 75 % nicht signifikant tiberschritten werde.

¢ Entscheiden Sie auf der Basis geeigneter Rechnungen, ob die Zahlungsverweigerung
berechtigt ist. (15P)
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Zuordnung
Bewertung

I

II

I

a) | Wenn die einzelnen Mitglieder der Stichprobe untereinander keine Verbindung
haben — das ist letztlich der Inhalt von ,,zufillig gezogen* — und im Zugbereich
der Stichprobe der Anteil der ,,Vegetarier gleich ist, kann das Ziehen der Stich-
probe als Bernoulli-Kette angesehen werden.

Sollte die Stichprobe z.B. aus einem Gebiet gezogen werde, in dem der Anteil

nicht konstant ist, oder sollten z.B. Mitglieder gewisser Berufe oder Glaubens-
haltungen bevorzugt gezogen werden, ist die Annahme der Binomialverteilung
schwer zu halten.

10

b) |e E=125-0,055=6,875. Es sind also knapp 7 Vegetarier zu erwarten.

e Hier kommt die Formel fiir die Binomialverteilungen zur Anwendung:
H 60 10 50
bin(60,10,0.055) = 10 -0,0557:0,945" =0,11%.

Die Wahrscheinlichkeit fiir diese Zahl von Vegetariern liegt also
bei etwa 0,1%.

Andererseits ist das Ereignis selbst nicht ungewdhnlich. Bio-Laden ziehen
verstarkt sich besonders bewusst erndhrende und vegetarisch lebende Ménner
an, so dass 10 von 60 bei dieser Sondergruppe nicht iiberraschen sollten.

Die Gruppe der Ménner, die im Bio-Laden einkaufen, hat sicher ebenfalls
einen (feststellbaren) Anteil der Vegetarier, der vermutlich deutlich tiber
5,5% liegt. ,,Einkauf im Bio-Laden® ist dann auch eine Bernoulli-Kette,
wenn man argumentieren kann, dass sich die einzelnen Manner hinreichend
wenig kennen und sich gegenseitig nicht beeinflussen.

10

¢) | Ansatz iiber die Gegenwahrscheinlichkeit:

n In0,05
1- =>0,05 & NS ———=52,96.
( pveg') In 0,945

b

Da n ganzzahlig sein soll, diirften dann hochstens 52 Ménner in diesem Betrieb
sein.

10

d) | Bestimmt werden sollen R, (X <2) und P, (X <2). Es ist jeweils eine

Summe von drei Termen zu bilden.

Es ergeben sich By (X £2)=0,02932 und B,; (X =2)=0,03256.

Das bedeutet, dass der Wert aus der Poisson-Nédherung um etwa 11% iiber dem
exakten Wert liegt.

10
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I | 11 | I
€) | ¢ Laut Voraussetzung kann (und soll) die Normalverteilung als Naherung
verwendet werden.
Also: anteil (Lebensstil ) =1 —q{%j ~0,4514 ~45% .
o anteil (Therapie)
e Hier ist der Term - — auszuwerten, also.
anteil (Lebensstil)
200-165
-0 ———
( 41 ) 0,1966
170-165) =44%
1—q>[ - j 0,4514
41
Das bedeutet grob, dass auf fiinf Manner mit der Empfehlung, den Lebens-
stil zu dndern, immerhin (gut) zwei kommen, denen dariiber hinaus eine
Therapie nahe gelegt werden muss!
e Losung mit der Gegenwahrscheinlichkeit :
1-(1-p;)" 20,9
e(1-p)" <01
o e 200-165))
41
< 0,8034" <0,1
<n-1g0,8034 <1g0,1
< n2>10,5187.
Also: Die Mindestanzahl liegt bei elf Ménnern 5120
f) | Zundchst muss die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, mit der — unter der
Voraussetzung der Behauptungen des VBE — ein Mitglied einen LDL-Wert von
iiber 165 mg/dl hat. Diese bestimmt sich durch p=1-® (%) =0,2660 .
Nun ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass unter den zehn Mannern
mehr als drei Ménner ,,einen hohen LDL-Wert* aufweisen:
Pee, =1—hin(10,0, p) —bin(10,1, p) —bin(10,2, p) —bin(10,3, p) = 0,2626 .
Dies ist die gesuchte Irrtumswahrscheinlichkeit. 10| 5
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Bewertung
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L dsungsskizze

g) | Die Offenheit der Fragestellung lasst mehrere Vorgehensweisen zu; zu
konstruieren ist aber in jedem Fall ein geeigneter Sgnifikanztest.

Einseitiger Signifikanztest
Zu testende Hypothesen:
Ho: p < 0,75

Hy: p>0,75

n=128.

Die Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der Personen, denen das Bioland-
siegel bekannt ist.

Unter der Annahme, dass p=0.75 ist, ergeben sich Erwartungswert und
Standardabweichung zu E=96 und o =4,8990 ; das Ergebnis der Befragung
liegt also etwa 1,5 o iiber dem Erwartungswert.

Bei einem Signifikanzniveau von 5% betrigt die kritische Grenze
E+L640=104

bzw.:
P(X>104|H,) <P(X >104| p=0,75)

X—E+0,5 _ 8.5]

=1-P(X<104| p=0,75)=1—-P
(X< P ) [ o " 4,899

~1—®(1,7351) ~ 4,1% < 5%

Dagegen gilt:
P(X >103| p=0,75)

ZI_P(XSIOP’lp=0,75)=1_p(X_E+0,5< 7.5 j

c 4,899
~1-®(1,5310) = 6,3%>5%
Es miissten also mehr als 104 Personen das Bioland-Siegel kennen.

Die Nullhypothese ist auf dem 5 %-Signifikanzniveau nicht zu verwerfen. Bio-
land hitte in diesem Fall Recht, die Zahlung des Erfolgshonorars zu verweigern.

Dies gilt umso mehr, wenn man als Signifikanzniveau 1 % wihlt.

Wihlt man dagegen 10% als ungewohnlich hohes Signifikanzniveau, so
ergibt sich als kritische Grenze

E+1,280=102,3.

Die Frage ist daher mathematisch nicht eindeutig zu entscheiden, sondern wird
nur juristisch zu kliren sein. 5110

Insgesamt 100 BWE | 20 | 65 | 15
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STOCHASTIK 2

1.2 EURO-MUnzen

Der Euro ist die Wéahrung in 15 europdischen
Léandern. Jedes Land prégt seine eigenen Miin-
zen, aber alle Miinzen sind in allen Euro-Lén-
dern giiltig.

Deswegen ,,bewegen‘ sich die Miinzen im
Lauf der Zeit liber die Landesgrenzen; iiberall
findet man inzwischen ein Gemisch an Miin-

zen aus den verschiedenen Euro-Léandern.

Diese ,,Bewegung™ lisst sich mit folgendem Ansatz modellieren:

Wenn man nach dem Anteil der Miinzen aus einem Ausland F an allen im | nland kursierenden
Miinzen fragt und diese GroBe a. nennt, dann ist diese Grofe zeitabhdngig, und die zugehorige

Gleichung lautet
_t

wobei a,r den Anteil der Miinzen des jeweiligen Landes an der gesamten in Europa geprigten
Miinzenmenge und t die Zeit (in Jahren) seit Einfiihrung des Euro in Jahren in dem jeweiligen
Land bezeichnet. Der Parameter b ist spezifisch fiir das jeweilige Inland.

Im Folgenden wird die Situation in Deutschland betrachtet. Der Parameter b ist aus den bis-
herigen Beobachtungen in Deutschland zu b = 10 bestimmt worden .

In der Tabelle 1 in der Anlage finden sich die Daten aus den 15 Euro-Léndern fiir die 1-Euro-
Miinzen und 2-Euro-Miinzen zusammengenommen (fiir die sogenannten Bimetall-Miinzen). Es
werden auch nur diese Miinzen betrachtet.

a) Beschreiben Sie, warum bei Deutschland in der letzten Spalte kein Wert auftreten kann.
Berechnen Sie dennoch den Anteil der deutschen Miinzen, die nach diesem Modell in
Deutschland kursieren. (10P)
(Zur Kontrolle: a, =67,142%)

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse:

A — Wenn Sie drei Miinzen aus einem grof3en Miinzhaufen in Deutschland herausnehmen,
befindet sich keine italienische darunter.

B — Unter zehn Miinzen in Deutschland befinden sich genau sieben deutsche Miinzen.

C — Unter fiinf Miinzen in Deutschland befinden sich genau eine franzoésische und genau
eine italienische Miinze. (15P)

In einer Schulkantine eines Hamburger Gymnasiums wurden in zwei Wochen die Bimetall-

Miinzen gezéhlt und den verschiedenen Ausgabeldndern zugeordnet. Insgesamt wurden 1000
Miinzen gezéhlt.
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¢) Begriinden Sie, dass gilt:
Das Sortieren der Miinzen nach ,,kommt aus dem Land L* und ,,kommt nicht aus dem Land
L* kann als Bernoulli-Kette angesehen werden. (5P)

Die tatséchliche Haufigkeitsverteilung der Miinzen nach den Léndern findet sich in der Tabelle 2
in der Anlage.

d) Berechnen Sie, welche Haufigkeitsverteilung zu erwarten wére, wenn sich die Miinzen ge-
mal Tabelle 1 {iber die gesamte Euro-Zone verteilt hitten.
Tragen Sie diese Werte in Tabelle 2 ein. (5P)

e) Betrachten Sie jetzt nur die Miinzen aus Frankreich, Italien, den Niederlanden, Osterreich und
Deutschland.

Bestimmen Sie von diesen diejenigen Lénder, bei denen die tatsdchliche Anzahl um mehr als
drei Standardabweichungen von der erwarteten entfernt liegt.

Begriinden Sie, warum die entsprechende Frage z.B. fiir Luxemburg wenig sinnvoll ist. (15P)

f) Bestimmen Sie die minimale Anzahl von Bimetall-Miinzen, die die Kantine einnehmen
miisste, damit mit einer Sicherheit von 97,7% mindestens eine Miinze aus Malta auftaucht,
wenn man vom Vorkommen maltesischer Miinzen gemif3 dem Wert fiir a,,,,, aus Tabelle 1

ausgeht. (10P)

g) Jetzt geht es um das vorgestellte Modell, das durch Gleichung (*) beschrieben wird.
e Untersuchen Sie die Auswirkungen des Parameters b auf die Funktionswerte a, (t) .
Gehen Sie dabei insbesondere auf den Wertebereich von a. sowie auf die Auswirkungen

ein, wenn b groB ist gegeniiber dem deutschen b (z.B. b= 25) oder wenn der Wert klein
ist (z.B. b=23).

e Interpretieren Sie die Bedeutung von b im Sachkontext.

e Stellen Sie sich vor, die entsprechende Untersuchung zur Miinzverteilung wiirde auch in
Luxemburg unternommen.
Beurteilen Sie, ob sich fiir Luxemburg in etwa der gleiche Wert fiir b wie in Deutschland
ergeben wiirde — oder ob der Wert wesentlich abweichen miisste.

e In Luxemburg liegt der Anteil belgischer Miinzen bei 11 %. Begriinden Sie, wieso
hiermit das Modell gesprengt wird. (30P)

Jedes Land darf pro Jahr eine Ausgabe an 2-Euro-Sondermiinzen priagen.

Deutschland hat in den letzten Jahren jeweils 30 Millionen Miinzen mit Motiven ,,Mecklenburg-
Vorpommern®, ,,Schleswig-Holstein“ und ,,RO0mische Vertrage* geprigt sowie 30 Millionen mit
dem Hamburger Michel. (Nehmen Sie vereinfachend an, dass all diese Miinzen bereits bei der
Einfiihrung des EURO in Deutschland gepriagt worden wéren.)

h) Bestimmen Sie die zu erwartende Anzahl von Michel-Sondermiinzen in der oben beschrie-
benen Kantineneinnahme.
Tatséchlich wurden 12 Michel-Miinzen gefunden. Beurteilen Sie die Signifikanz dieses
Resultats.
Beschreiben Sie einen moglichen Grund fiir diese Abweichung. (10P)
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Anlage 1 zur Aufgabe ,EURO-Miinzen®

Tabelle 1:

Land ' Anzahl dfar hergestent?n Anteil ayf in Einfiihrungs- t nggnfggcgﬁ

Bimetall-Miinzen in Millionen Prozent datum des Euro Gleichung (*)

Belgien 616 5,098 1.1.2002 2,437
Deutschland 3680 30,454 1.1.2002 Sehea)
Finnland 199.,9 1,654 1.1.2002 0,791
Frankreich 1517 12,554 1.1.2002 6,000
Griechenland 363,7 3,010 1.1.2002 1,439
Irland 268,7 2,224 1.1.2002 1,063
Italien 2016,9 16,691 1.1.2002 7,978
Luxemburg 84,6 0,700 1.1.2002 0,335
Malta 24 0,199 1.1.2008 0,010
Niederlande 4374 3,620 1.1.2002 1,730
Osterreich 546,3 4,521 1.1.2002 2,161
Portugal 2557 2,116 1.1.2002 1,011
Slowenien 51 0,422 1.1.2007 0,059
Spanien 1978,6 16,374 1.1.2002 7,826
Zypern 43,9 0,363 1.1.2008 0,018
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Anlage 2 zur Aufgabe ,EURO-Miinzen®

Zweittermin

Tabelle 2:

Land Anzahl der Miinzen in der Erwartungswert (siehe
Kantinen-Einnahme Aufgabenteil d))

Belgien 19

Deutschland 733

Finnland 4

Frankreich 56

Griechenland 7

Irland 6

Italien 60

Luxemburg 4

Malta 0

Niederlande 28

Osterreich 43

Portugal 4

Slowenien 0

Spanien 36

Zypern 0

Gesamt 1000
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Erwartungshorizont

Zuordnung

L 6sungsskizze Bewertung
I | II | I

a) | Da diese Betrachtung von Deutschland aus unternommen wird, Deutschland von
sich selbst nicht Ausland ist, kann die Gleichung (¥), die ja die Diffusion aus
den Ausldndern nach Deutschland beschreibt, nicht verwendet werden.

Der Anteil der deutschen Miinzen ist die Differenz von 100 % und der Summe
der Anteile der ausldndischen Miinzen. Er ergibt sich zu a; =67,142% . 10

b) | A: Die Wahrscheinlichkeit fiir A ergibt sich durch
p(A) =(1-0,07978)’ =0,7792.

B: B ist ein Fall fiir die Binomialverteilung;:

10
p(B) =( ; )-0,671427 -0,32858° = 0,2619.

C: Die Wahrscheinlichkeit fiir C l4sst sich mit folgender Uberlegung berechnen:
Man zieht die 5 Miinzen hintereinander und betrachtet den ganzen Vorgang in
(gedanklich) in einem flinfstufigen Baumdiagramm, in dem nur die drei Ereig-
nisse ,,italienische Miinze®, ,,franzdsische Miinze* und ,,andere Miinze* vor-
kommen. Jeder Erfolgspfad hat dann die Wahrscheinlichkeit:

0,06000-0,07978-(1-0,07978 -0, 0600)3 .

Nun berechnen wir die Anzahl dieser Erfolgspfade:

Die italienische Miinze kann auf einer der fiinf ,,Stufen‘ auftreten, die
franzdsische dann noch an vier. So ergibt sich:

p(C)=5-4- (1 -0,07978 — 0,0600)3 -0,07978-0,06000 = 0,0609 .
5
Alternativ: Es gibt (3) Mdglichkeiten, welche von den 5 Miinzen deutsch sind,

danach noch 2 Méglichkeiten, die italienische und die franztsische auf die

5
beiden verbleibenden zu verteilen. Jede der [3} -2 =20 Mdglichkeiten hat die

Wahrscheinlichkeit (1-0,07978 - 0,0600)3 -0,07978-0,06000 . 15

¢) | Da das Herkunftsland zweier beim Sortieren hintereinander befindlicher
Miinzen voneinander unabhéngig ist und da sich der Anteil der Miinzen des
entsprechenden Landes in der Gesamtmenge praktisch tiberhaupt nicht dndert,
kann der Sortiervorgang als Bernoulli-Kette beschrieben werden. 5
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
| I | III

d) | Der jeweilige Erwartungswert bestimmt sich durch E;, =1000- p :

Land Anzahl qler Manen in der Erwartungswerte
Kantinen-Einnahme

Belgien 19 24,37
Deutschland 733 671,42
Finnland 4 7,91
Frankreich 56 60,00
Griechenland 7 14,39
Irland 6 10,63
Italien 60 79,78
Luxemburg 4 3,35
Malta 0 0,10
Niederlande 28 17,30
Osterreich 43 21,61
Portugal 4 10,11
Slowenien 0 0,59
Spanien 36 78,26
Zypern 0 0,18
Gesamt 1000 1000

©) | Die Abweichung in Standardabweichungen (o = ,/E- (1 - p) ) berechnet sich
mit dem Erwartungswert E und dem tatsédchlichen Wert T durch
T-E

JE-(1-p)

Dies ergibt folgende Tabelle:

abw=

Antell nach Erwartungs- Tatséch- Ab-
Land | Gleichung (*) wert bei Sigma licheMinz- | weichung
in Prozent n = 1000 zahl in Sigma
F 6,000 60,003 7,510 56 -0,53
7,978 79,776 8,568 60 -2,31
NL 1,730 17,301 4,123 28 2,59
A 2,161 21,608 4,598 43 4,65
D 67,142 671,440 14,853 733 4,15

Frankreich, Italien und die Niederlande liegen mit ihren Abweichungen inner-
halb, Deutschland und Osterreich auBerhalb des 3- 6 -Bereiches.

Letztlich liegt nur Frankreich nahe am Erwartungswert.
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Zuordnung

L 6sungsskizze Bewertung
I | I |0

Bemerkung: Die italienischen Miinzen sind auf ,, hohem Signifikanzniveau* zu
selten, die niederléndischen auf &hnlichem Sgnifikanzniveau auffallig haufig
und die 6sterreichischen extrem haufig. Ebenso liegt der Anteil der deutschen
Munzen weit Uber dem erwarteten Anteil. Man kdnnte diese Feststellungen im
Rahmen einer statistischen Theorie als signifikante Ablehnungen der Nullhypo-
these ,, Die Gleichung (*) beschreibt die Realitat* versuchen zu begrinden.
Dahinter liegt dann aber als Annahme eine Annaherung der realen Binomial-
verteilung durch eine Normalverteilung. Diese Argumentation wird von den
Pruflingen nicht erwartet.

Bei Luxemburg ist E ,, =3,346 und o, =1,826; die Normalverteilungs-

ndherung ist hier aber nicht sinnvoll (Laplace-Bedingung nicht erfiillt). 15

f) | Die Aufgabenstellung lisst sich durch folgenden Ansatz iiber die Gegenwahr-

scheinlichkeit 10sen:
S In 0,023

10,9999

Dies ergibt mit dem gerundet angegeben p,, =1-10™* einen Wert von
n>37721.

Bedenkt man die Rundung bei py, so ist die Antwort ,,ab etwa 38000 Miinzen*
sinnvoll. 10

1-(1-py)" 20,977

g) |® Der Parameter b tritt im Nenner des Exponenten der e-Funktion auf. Bei
gleichem t bedeutet eine VergroBerung von b also eine Verkleinerung des

Betrags des Exponenten; da der Exponent negativ ist, heif3t dies, dass der
t t

Term e P niher an 1 riickt und damit der Term 1—e ® néher an Null. Der
gesamte Funktionswert wird also — bei konstantem t — kleiner. Entsprechend
wird der Funktionswert bei kleiner werdendem b gréBer, kann aber nie g,

uiberschreiten.

e Der Parameter b hat die Dimension einer Zeit und gibt die Zeit an, in der der
Anteil der auslandischen Miinzen eines Landes im Inland auf (1 - lj =63%
e
von @, herangekommen ist. Je kleiner b ist, desto schneller steigt der An-

teil der betrachteten ausldandischen Miinzen im Inland (bis zum Gesamt-
Euroland-Mittelwert @, ), je groBer b ist, desto langsamer verlduft die

,Einwanderung®.

e In Luxemburg, als einem kleinen Land mit vier angrenzenden, wesentlich
groBBeren Euroldndern, kann man davon ausgehen, dass die auslédndischen
Miinzen wesentlich schneller ins Inland (also nach Luxemburg) kommen
und daher eine Durchmischung wesentlich schneller stattfindet: by yx ist also
vermutlich deutlich kleiner.
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Zuordnung
Bewertung

L 6sungsskizze
I | I |0

e Das durch die Gleichung (*) beschriebene mathematische Verteilungs-
modell geht davon aus, dass der Anteil ausldndischer Miinzen in einem be-
trachteten Land gegen den Anteil konvergiert, den die Miinzen des Aus-
landes im gesamten Euro-Raum aufweisen: Eine Vergroflerung von
a (t) tiber a, ¢ hinaus ist mit der Gleichung (*) nicht moglich. Damit

konnten auch in Luxemburg nicht mehr als 5 % belgische Miinzen auftreten.

Tatsdchlich gibt es aber in Luxemburg einen doppelt so hohen Anteil
belgischer Miinzen — die Grenzen des Modells sind hier {iberschritten.

Den Widerspruch zum Modell liefert auch formell die Umformung der
Gleichung 11=5,098- (1 - e,%) . Dies widerspricht den stets positiven

Werten der Exponentialfunktion.
Hinweis:
Darausfolgt, dass das Modell mit seiner strikten Trennung von Inland und Aus-
land (hier) nicht anzuwenden ist — es sei denn, man mdchte sagen, dass Belgien
fur Luxemburg monetér (zumindest teilweise) Inland ist. Das Modell ber lick-
sichtigt nicht, dass kleine Euro-Lander von den Miinzen ihrer groferen Nach-
barn ,, iberschwemmt" werden kdnnen. 20 | 10

h) |Unter den 3680 Millionen deutschen Bimetallmiinzen sind 30 Millionen Michel

Miinzen. Das ergibe einen Erwartungswert von E=733.-2-=5,9755=6

Michel-Miinzen unter den 733 deutschen Miinzen aus der Kantine. Der tatsidch-
liche Wert von 12 Miinzen liegt ungefdhr 2,475 o = 2,5 ¢ dariiber.

Wegen o = 2,4 ist die Laplace-Bedingung nicht erfiillt, eine einfache An-
wendung von o-Regeln ist also nicht geboten. Von ,,signifikanter Abweichung
nach oben® in einem quantifizierbaren Sinn l4sst sich also ohne genauere
Rechnung nicht sprechen.

Ein méglicher Grund fiir eine Abweichung nach oben wére aber, dass die
Michel-Miinzen noch nicht weit von ihrer Ausgabestelle, der Landesbank, ,,ge-
wandert“ sind wegen des ja tatsdchlich spéateren Zeitpunktes ihrer Einfithrung. 10

Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20
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