Aufgabe 1 mit Lésung

(x* —8a2x2)+2 xcR acR™.

Gegeben sind die Funktionen f, mit f (X) = =
a

a) Untersuchen Sie fiir a > 0 den Graphen zu f, auf Symmetrie sowie auf sein Verhalten fiir

‘x‘ — . Bestimmen Sie die Extrem- und Wendepunkte des Graphen in Abhdngigkeit von a.

1. fa(—x)z%(( x)4 ~8a? *29 2 —13(x4 +8a2x2:) 2 fy(x}= Achsensymmetrie .
8a 8a
2. lim {%(x4—8a2x2)+2} _ |Fallic, o d (a 0
X—to| 8a -
3. Extrempunkte
: 1 (43 2 2 4.2y 1
3.1 NB: fi(x :—(4x -16a” x| —5X(X 4a-) —X(x=2a) x 2a -
a() ga’ ) 438 ( 438 ( ) (
= MESt( fy)={ 2a;0; 2a} -
3.2 HB: fi(x)=0AVZW (f)beix  x=Extremstellevon f, ’
| | |
Stelle 1 X | x+2a|x—2a| VZIW EPArt | Wert | ! !
4a I I I
x=0 |+ I+ + ~ | R /+|HP 2 | I I
x=-2a| + - -+ H L kTP 2 2al + ! !
x=2a |+ + ] [+ TP | H# Z—Zai | — |

I
Die zusatzlichen farbigen Angaben dienen der Unterstiitzung von Erklarungen in nachfolgenden Aufgabentei-
len. Bei einer handischen Losung durfen sie ruhig etwas gequetscht — aber bitte deutlich von der eigentlichen
Ldsung abgesetzt — eingefligt werden, weil man im Vorhinein ja nicht unbedingt die Notwendigkeit des
Nachtragens sieht. Wenn man aber grundsétzlich damit rechnet und die Vorteile sieht, sollte man alle Tabellen
und anderen Darstellungen im Ansatz groRziigig anlegen.

1

3.3 Wert: f,(0)=2; fa(+2a)=——5(16a*-8a’ 4a’) 2 2 2a - +
8a

Die Berechnung 3.3 kann auf einem NR-Zettel erfolgen. Die Angabe der Werte in der erweiterten Tabelle genlgt.

4. Wendepunkte

41 NB: fé’(x)=$(12x2—16a2) $(3x2 4a°) %(\/5 x 2a)(V3 x -2a)

:>MWSt={ 2\/5 a;%ﬁ—a}

4.2 HB: fJ(x)=0AVZW (fy)beix xWendestellevon f,
1

Stelle — J3-x+2a |3 x 2a|Vvzw | PA | Wert
2a
x:—§\/§ a + - + - | +|WP |2 %&
x:gﬁ-a + A / WP | 2 %a+ —

Beim (+/-)-VZW steigt die Ableitung vor der Nullstelle — dahinter fallt sie. Die Krimmung geht also von
einer Linkskrimmung in eine Rechtkrimmung tber — beim (-/+)-VZW ist es umgekehrt.



b) 1. Bestimmen Sie denjenigen Wert von a hat, fiir den der zu f, gehérende Graph einen
Extrempunkt auf der x-Achse hat.
5.1 Esmuss gelten: f;(x)=0A fy(x)=0 (NB).

Da beide Gleichungen erfiillt sein miissen, kommen hdchstens die Losungen der ersten Gleichung als Lésung des
Systems in Frage; die setze ich in die zweite Gleichung ein.

i) fa(0)=2=0 (passt nicht!)

iy fy(+2a)=2-2a=0<a=1

Hochstens a =1 kann der gesuchte Wert sein; ich iberprife, ob dafiir auch tatsachlich ein Extrempunkt der ver-
langten Art vorliegt.

5.2 f{(+2)= %(12x2 —16)|X:i2

5.3 Es gibt keinen Wert fir a mit einem Extrempunkt auf der x-Achse!

a muss den Wert 1 haben.

=%(12-4—16) =40 Af{(+2)=0= Extrempunkte bei -2 und 2.

2. Beschreiben Sie den Verlauf der Graphen fiir negative Werte a und begriinden Sie Ihre
Aussage.
Mit f (X)=04(x)+2 gilt:
fa(X)= 1 3 (x4 —8(—a)2 x2)+2 = —%(x”‘ —8a2x2)+ 2=—-0,(x)+2.
8(-a) 8a
Der Graph von f_, ergibt sich aus dem Graphen von f, durch Spiegelung an der Geraden
y = 2. Er hat entsprechend gespiegelte Grenz-, Extrem- und Wendewerte — die Stellen
bleiben dieselben; auch die Achsensymmetrie bleibt erhalten.

3. Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen von f in Abhfingigkeit von a.
x* —8ax? +16a°

- —0e x*—8a%x%2+16a% =0
8a

NSt: f,(x)=

Substitution:
z=4a” ++/16a* —16a° = 4a° + 4a\/a® —a = 4a° + 4a,fa(a-1)
Anzahl der Nullstellen:

VZ a<|0O|<a<|1l]|<a
a - 10 + |+ | +
a-1 - |- - 0| +
gesamt | + |0 — |[O] +

0 fur O<a<l (1)
Anzahl der Lésungen fiirz: {1 fur [a=0v]a=1 (2)
2 fur a<Ova>1 (3)

Ricksubstitution:
(1) 0O<a<1:0 Nullstellen fiir x

(2) a=1:2 Nullstellen, néamlich —2 und 2 fiir x

() a<Ova>1:
Hier muss nachgewiesen werden, ob die z-Terme kleiner, gleich oder groéRer als null sind; dann
liegen 0, 1 bzw. 2 Nullstellen fiir z und somit 0, 1 (wenn der z-Wert null ist), 2 (wenn der z-Wert
positiv ist), 3 (wenn ein z-Wert null und der andere groéRer als null ist) oder 4 Nullstellen (wenn
die z-Werte positiv sind) fir x vor.



(3.1) Fall: 482 i4a1/a(a—1) =0 die Folge ware: eine Nullstelle fur x, namlich 0!

(3.2)

s8¢0 0 ©@ g0 0 ©

4a% +4afa(a-1)=0
4% = -4aJa(a-1)  |Quadrieren fiir a<0*)

16a* =16a%-a(a-1) [16a° (0!

a=a-1 |—a /Die beiden nebenstehenden Glei- \
_ | chungen haben die Lésung a=0;
0 1 [ falsch ] dieser Wert kommt hier nicht in Fra-

4a% - 4a.fa(a-1)=0 %

Die Einschrankungen fur a kommen
4a? = 4a, Ja(a-1) | Quadrieren fl azustaiide, weil nur bei gleichem Vor-

zeichen beider Seiten das Quadrieren

16a% = 16a2 ,a(a _ 1) E 16a3 (7& O!) \eine Aquivalenzumformung ist. /
a=a-1 |—a
0=-1 [ falsch!]

*) Fur a> 0 bei ® bzw. a <0 bei @ gibt es auch keine Losung fir a, weil die Sei-
ten verschiedenes VVorzeichen haben.

Fall: 4a° +4a, la(a—1) <0 die Folge ware: keine Nullstelle fiir x!

(I

4a% +4afa(a-1) <0

4a® <-4a.Ja(a-1)  |Quadrieren fiira<0**)
16a* <16a-a(a-1) [:16a°(<0!)

a>a-1 |—a

0>-1 [wahr!]

**) Fir a> 0 gibt es keine Losung fur a, weil die rechte Seite dann negativ ist
und nicht groRer als die linke, positive Seite sein kann.

>

t¢¢ ¢ ©

2 - 7=4a% +4a,/a(a-1) liefertalso fiir a <0 fir x keine Lésung.

4% - 4afa(a-1) <0

4a® < 4a,ja(a-1) | Quadrieren fiir a > 0 ***)
16a* <16a° -a(a-1) 16a°

a<a-1 |—a

0<-1 [ falsch!]

***) Flr a<0 gibt es auch keine Losung fir a, weil dann die rechte Seite negativ
ist und nicht groRer als die linke, positive Seite sein kann.



(3.3) Fall: 4a% + 4a, /a(a—l) >0 die Folge ware: zwei oder vier Nullstellen fiir x!

® 4a’+4aja(a-1)>0

& 4a®>-4aja(a-1) |Quadrieren fiir a<0***%)
& 16a*>16a°-a(a-1) [:16a°(<0!)

< a<a-1 |—-a

< 0<-1 [ falsch!]

****%) Fir a>1 gibt es aber eine Losung fur a, weil die rechte Seite negativ und
damit Kleiner als die linke, positive Seite ist.

x% =7 =4a’ +4a,/a(a-1) liefertalso fiir a >1 fiir x zwei Lésungen.

® 4a’ —4a,ja(a-1)>0

o 4a’> 4a,/a(a-1) | Quadrieren fiir a > 1****%*)
o 16a% >16a2 -a(a-1) |:16a3

& a>a-1 |-a

< 0>-1 [wahr!]

****%) Fir a<0 gibt es auch eine Losung fur a, weil die rechte Seite negativ ist
und damit kleiner als die linke, positive Seite ist.

x2 =7 = 4a° —4a,/a(a—1) liefert also fir a<Ound fiir a>1 fir x zwei Losun-
gen.

Fur a>1 gibt es also immer 4 Nullstellen und fir a<0 immer 2 Nullstellen .

Wenn man mit 3.3 begonnen hatte, hatten sich die anderen beiden Félle selbst erledigt. Aufgrund der
Zeichnungen und der Grenzwerte hatte dieser Verdacht aufkommen kdnnen.

Alternative Lésung

3. Wegen der Lage der Extrempunkte (siehe 3.2 bei a)) und der Grenzwerte (siehe 2. bei a)) erge-
ben sich folgende Falle:

a<0: 2 Nullstellen; 0<a<1: keine Nullstellen; a=1: 2 Nullstellen; a>1: 4 Nullstellen.

4. Ermitteln Sie alle Werte fiir a. so dass der Graph zu f, durch den Punkt P( 2 | 0) verlauft.

fa(z)zis(z“—saz-zz)u:o |-8a°

8a

o 2%-32a%+16a%=0 16

o a’-2a%+1=0 | Polynomdivision(s. NR)
N (a—l)(a2—a—1)=0 | Nullprodukt, pg — Formel

1 1
o a=lva==+=.5
2 2



5. Alle Graphen in der Zeichnung unten gehdren zur Schar f, . Geben Sie jeweils das

passende a an bzw. den Bereich, aus dem der zugehdrige Wert von a stammt, und
begriinden Sie Thre Zuordnung.

y a=1
O<axl _
1 1
a=—+—5
2 2\/_
-1 a>1
5 o3
1 1
a=1 15
2 2

Es werden die drei Graphen zu Werten aus 4. (Nullstelle 2), ein Graph ohne Nullstelle (O<a<1) und
ein weiterer mit vier Nullstellen (a>1) dargestellt.



